
COMPARACIONES INTERREGIONALES DE NIVELES 
DE PRECIOS Y DE CONSUMO REAL PER CAPITA 

P E D R O U R I B E J R . 1 

El Colegio de México 

1. I N T R O D U C C I Ó N 

El interés en estudiar la posibilidad de comparación internacional o 
interregional de niveles de precios —y la supuestamente implicada de 
ingresos y consumos reales— ha renacido en fechas recientes, sobre 
todo a partir del notable esfuerzo de Gilbert y Kravis [ 7 ] y en un alto 
grado ante las necesidades de los estudios de integración económica 
en diversas zonas del globo. La no escasa literatura en esta materia 2 

ha aportado algunos resultados nuevos bastante interesantes, sobre 
todo en el área de definición y medición. Por ejemplo, Paige y Bom-
bach [ 1 1 ] y Beckerman [ 2 ] han propuesto enfoques distintos a los 
tradicionales (por ejemplo, el de Gilbert y Kravis) en cuanto a qué 
magnitudes económicas deban sujetarse a comparación; Paige y Bom-
bach parten de la comparación de valores agregados sectoriales. Otro 
punto interesante es el llamado "enfoque no monetario" de Niewa-
rowski [ 1 0 ] y Cseh-Szombathy [ 4 ] , entre otros, muy criticado en algu-
nos círculos (véase el comentario en [ 2 ] ) , pero que no tiene por qué 
descartarse. El enfoque "no monetario" parte de la idea de formular 
índices estadísticamente ponderados, de magnitudes que reflejen bien
estar (por ejemplo, consumo de energía per capita, número de auto-
móviles, etc.). En el presente artículo se trabaja dentro de los enfo-
ques tradicionales a este respecto, o sea, vía índices "clásicos" de pre
cios y cantidades. 

Dentro del área de definición y medición hay otro resultado en ex
tremo importante, que es el uso de métodos de regresión para definir 
precios de bienes heterogéneos, recientemente propuesto por Kravis y 
Lipsey [9 ] . 

1 Esta investigación es parte del Proyecto ECIEL (Estudios Conjuntos so-
bre Integración Económica Latinoamericana), a cargo de un grupo de institu
ciones de investigación de América Latina, que auspician la Fundación Ford y el 
B ID y que coordina The Brookings Institution. El autor agradece los comen-
tarios del Prof. Timothy King, de la Universidad de Cambridge, sobre una 
versión anterior de este trabajo. Igualmente, la colaboración de Adalberto Gar-
cía Rocha y Raúl de la Peña, del Centro de Estudios Económicos y Demográ-
ficos de El Colegio de México, en la programación y el cómputo de los ejem-
plos numéricos. Finalmente, deseo expresar mi reconocimiento a Petróleos 
Mexicanos y a la Secretaría de Obras Públicas por haber cedido tiempo má
quina sin costo, en sus respectivos centros de cálculo electrónico. 

2 Ver [2 ] para una revisión crítica de publicaciones recientes. 
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Sin embargo, no es éste el tipo de problemas que interesa tratar 
en este artículo, sino problemas que el autor considera de mayor im-
portancia teórica,3 quizá el verdadero "fondo" de la comparabilidad 
de precios e ingresos: dados bienes homogéneos pero patrones de con-
sumo diferentes ¿son efectivamente comparables los niveles de pre
cios y los ingresos nacionales? En el fondo, se trata de la comparabili
dad de funciones utilidad y niveles de satisfacción, problema que no 
presenta visos de solución teórica, al menos a corto plazo. Las solu
ciones viables se pueden buscar a través de la teoría de los números 
índices, cuya conexión con el problema de "utilidad constante", o sea 
de comparabilidad de niveles de satisfacción, es bastante conocida. 
La afirmación de Beckerman [2 ] de que se trata de un problema pu
ramente de teoría de índices resulta entonces un tanto parcial. 

En esta área se ha investigado bastante poco; los únicos trabajos 
relevantes que el autor conoce son el de Van Ijzeren [15] y el de Kloek 
y Theil [ 8 ] . El presente artículo trata de generalizar los resultados 
de estos últimos. Bajo este enfoque, la comparabilidad de niveles de 
precios se expresa en términos de la existencia de una escala cardinal 
de precios, o sea, de números xl, x2, ... tales que xa/xb sea un índice de 
precios del país a con base en el país b. Se puede ver de inmediato 
que esto equivale a que tal índice satisfaga el criterio de circularidad 
de Fisher. 

Wald [16] y Frisch [6 ] han demostrado la incompatibilidad del 
criterio de circularidad y otros criterios de Fisher, también muy im
portantes.4 Concretamente, Frisch ha demostrado que el único índice 
circular, que a su vez es función sólo de precios relativos —y cantida-
des o pesos— 5 y satisface el criterio de identidad —el índice de pre-
cios de un país con base en sí mismo es idénticamente la unidad— 
es un índice geométrico con pesos constantes. Inmediatamente puede 
pensarse en dos tipos de soluciones: una consistiría en definir pesos 
constantes que tengan sentido económico —o estadístico, caso en el 
cual no se andaría lejos de la idea de ponderación (solamente) de 
Niewarowski— o bien reconocer que la comparabilidad de precios es 
sólo aproximada; en este caso habría que construir escalas cardinales 
aproximadas óptimas. Las soluciones del primer tipo son exploradas 
por el autor en [14] ; en el presente artículo interesan las del segundo. 

La discusión de los párrafos anteriores se refiere exclusivamente 
a la comparabilidad de los niveles de precios. La comparabilidad de 
los ingresos reales —o más bien la posibilidad de definir ingresos rea
les relativos— no está implicada por la de los niveles de precios, sino 
que involucra además a los índices de cantidades. Desde el punto de 
vista de la teoría de los números índices, se depende no sólo del cri
terio de circularidad, sino del de reversión de factores. Ahora bien, 

3 Este planteamiento es válido tanto si las magnitudes a comparar son pre
cios y cantidades, como si se trata de otras, como los índices de Niewarowski y 
Cseh-Szombathy o de los productos sectoriales. 

4 Estas demostraciones han sido revisadas y reformuladas recientemente por 
Subramanian Swamy [121. 

5 Matemáticamente, el índice es una función homogénea de grado cero en los 
precios; económicamente, esto significa que el índice no incorpora ilusión mone
taria en la medición de los precios; ver sección 2. 
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Wald [16] ha demostrado que los criterios de circularidad, reversión 
de factores y proporcionalidad 6 son incompatibles. Si la comparación 
se reduce a dos países, el problema de circularidad no existe, y un 
índice como el "ideal" de Fisher cumple con el propósito de compa
rar ingresos, puesto que, al satisfacer el criterio de reversión de fac
tores, el ingreso relativo deflacionado es igual al índice de cantidades. 
Sin embargo, cuando se trata de más de dos países —razón por la 
cual Gilbert y Kravis [7 ] se abstuvieron de comparar entre países 
europeos, dados índices ideales de Fisher de estos países en términos 
de los Estados Unidos— el problema no parece tener una solución 
exacta. 

Puede de inmediato formularse la siguiente pregunta: Dadas una 
escala cardinal aproximada óptima de precios { x a } y una escala car-
dinal aproximada óptima de cantidades {ya}¿refleja el producto 
{xa ya} la posición relativa de los países en cuanto a ingreso moneta-
rio? En otras palabras ¿es posible descomponer el ingreso (relativo) 
monetario en el producto de una escala de precios y una escala de 
cantidades o "ingreso real"? La respuesta es afirmativa, hasta errores 
relativamente pequeños. En concreto, existen índices para los que 
puede definirse una ecuación algebraica para este error; por desgra
cia, parece que las expresiones algebraicas de estos errores para los 
índices más usuales (Paasche, Laspeyres e "ideal" de Fisher) son bas
tante difíciles de obtener. 

La sección 2 plantea la comparabilidad de precios desde el punto 
de vista de la satisfacción del criterio de circularidad y considera la 
forma algebraica del "sesgo de circularidad" {circularity gap en el len
guaje de Fisher) para los índices que serán usados en este artículo: 
índices de Paasche y Laspeyres, el llamado "índice ideal" de Fisher y 
un índice geométrico propuesto por éste (ver [5 ] , p. 423, índice nú-
mero 123) y reintroducido recientemente por Theil [13] en el análisis 
de demanda. Este índice es el usado por Kloek y Theil en [8 ] y posee 
propiedades muy interesantes; por ejemplo, en el contexto de series 
de tiempo, es un índice aproximado local de utilidad constante [13]. 
En el análisis transversal el significado de esta propiedad es semejan-
te, salvo que la aproximación puede ser bastante más deficiente (ver 
[8 ] , p. 536). Este índice será llamado "índice de Fisher-Theil". Se 
encuentra que el sesgo de circularidad del índice de Fisher-Theil es 
multiplicativo, el del Laspeyres y el del Fisher aproximadamente adi
tivos y el del Paasche aparentemente multiplicativo; pero la expresión 
del sesgo del Paasche y del Fisher es algo complicada. 

Estos resultados hacen pensar en dos modelos para la búsqueda 
de escalas aproximadas óptimas en el sentido de los mínimos cuadra
dos: un modelo con "errores aditivos" y uno con "errores multiplica-
tivos". El segundo, obviamente, debe ser aplicado al Fisher-Theil; el 
primero al Laspeyres y al Fisher. Ahora bien, de aplicarse el modelo 
con errores multiplicativos al Paasche, su solución es común al Paas-
che, al Laspeyres y al Fisher, como se verá más adelante. De esto se 

6 Si los precios de un país se multiplican por una constante, sin afectar a los 
del país base ni a las cantidades, el valor del índice queda multiplicado por di
cha constante. 
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ocupan las secciones 3 y 4 desde el punto de vista algebraico, y la 
sección 5 con ejemplos numéricos. La sección 3 obtiene soluciones 
para el modelo con errores aditivos y la sección 4 generaliza la solu
ción de Kloek y Theil para el modelo con errores multiplicativos, 
eliminando el requisito, impuesto por estos autores, de que el índice 
satisfaga el criterio de reversión de base, que no satisfacen el Paasche 
y el Laspeyres. 

La sección 5 presenta ejemplos numéricos; se obtienen escalas 
aproximadas óptimas de precios respecto a ocho regiones en las que 
la Oficina de Estudios sobre Proyecciones Agrícolas del Banco de 
México dividió al país para su encuesta de ingresos y gastos de 1963 [1 ] . 
Los datos han sido tomados de esta publicación. El análisis empírico 
es altamente agregativo: se trabaja con nueve agregados de satisfac-
tores que corresponden al renglón de alimentos y bebidas, de donde 
los índices y las comparaciones sólo son válidos para este renglón. 
Los resultados son bastante interesantes: se advierte que el modelo 
aditivo es muy eficiente para los índices de Paasche, Laspeyres y Fis-
her, mientras que el multiplicativo sólo lo es para el Fisher-Theil. 
En cuanto a los datos, un resultado interesante es que el Distrito Fe
deral viene a corresponder aproximadamente a un nivel medio de 
precios en las ocho regiones. Una buena confirmación empírica de la 
validez del enfoque de este artículo se tiene en el hecho de que las es
calas cardinales de los cuatro índices son sumamente cercanas: aún 
si se consideran tanto modelos aditivos como multiplicativos, el orden 
de las regiones es siempre el mismo; numéricamente, la escala con 
modelo multiplicativo para el Fisher-Theil (o sea la escala de Kloek 
y Theil) y las escalas con modelo aditivo para el Paasche, el Laspey
res y el "ideal" de Fisher son prácticamente equivalentes. 

La sección 6 considera los índices de cantidades y el problema de 
descomponer el ingreso monetario en el producto de un componente 
de precios y un componente de "ingreso real" o "cantidades". Se es-
pecifican además los sesgos de reversión de factores de los índices 
de Paasche, Laspeyres y Fisher-Theil y se relaciona, respecto a este 
último, con el error en la descomposición aludida del ingreso mone
tario. La sección 7 considera numéricamente estos problemas, con el 
material de [1 ] . La semejanza de los cuatro índices y la relativa ine-
ficiencia del modelo multiplicativo para el Paasche, el Laspeyres y el 
Fisher se pueden ver en forma casi idéntica en el caso de las canti
dades. En cuanto a la descomposición del ingreso monetario, se en
cuentran errores muy pequeños (del orden del 1 % ) en todos los casos. 
En un futuro, las escalas de precios y cantidades presentadas en este 
artículo deberán compararse con el enfoque alternativo, o sea con 
índices "geométricos óptimos" en el sentido de [14]. 

2. L A S C O M P A R A C I O N E S I N T E R R E G I O N A L E S Y E L C R I T E R I O D E C I R C U L A R I D A D 

Un índice arbitrario de precios del país a en términos del país b 
(a, b = 1, 2, . . . , n) se denotará por Xab; los índices particulares de 
Paasche y Laspeyres, "ideal" de Fisher y de Fisher-Theil se denotarán 
respectivamente por P a b , Lab, Fab, y Tab. Los índices de cantidades se 
denotarán como sigue: Yab será un índice arbitrario; los símbolos Qab, 
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Cab, Kab y Sab se reservarán para los índices de cantidades de Paasche, 
Laspeyres, "ideal" de Fisher y Fisher-Theil respectivamente. 

Conviene formular los criterios de Fisher que serán de interés es
pecial en este trabajo: 

Cl. Criterio de identidad: Para todo país a: 

( 2 . 1 ) X a a = l 

C2. Criterio de proporcionalidad: Sea Xab una función de los pre
cios en a, {P i a } los precios en b { p i b } y "pesos" que los ponderan, 
{wia}y{wib}, para N satisfactores: 

(2.2) 

(2.3) 

(El índice depende sólo de los precios relativos Pia/Pib y por lo tanto 
es independiente de las unidades de medición, siempre que, para cada 
satisfactor, se usen las mismas unidades en los dos países.) 

Obviamente, si (2.3) no se satisface, la medición del nivel relativo 
de precios sufre de un fenómeno análogo a lo que se conoce como 
"ilusión monetaria". 

C4. Criterio de reversión de base. Para toda pareja de países {a, b): 

(2.4) 

C5. Criterio de circularidad. Sean a, b y c tres países arbitrarios. 
Entonces: 

(2.5) = Xac 

C6. Criterio de reversión de factores. Sean Xab un índice de pre
cios y yab el índice de cantidades que corresponde a Xab, o sea: 

7 Llamado de "comensurabilidad" por Fisher. El término usado en este ar-
tículo refleja la propiedad matemática exacta que Fisher requiere. 
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en que W 1 , w 2 , . . . , w N son constantes (independientes de los países 
a, b, c, etc.). 

Otro resultado importante es el siguiente: 

Proposición 2: (Wald [16] ) No existe un índice que satisfaga si
multáneamente (2.2) , (2.5) y (2 .6 ) . 1 0 

Estos dos resultados son de importancia decisiva en lo que se tra
tará en este artículo. Se puede ahora abordar el problema de compara
ción internacional y expresarlo en el contexto de los criterios de 
Fisher. 

Definición. Sea Xab un índice de precios. Los números {x1, x2,..., xn} 
forman una escala cardinal de precios asociada al índice Xab sí (y sólo 
si) para toda pareja de países (a, b) se tiene que: 

(2.8) = Xab (a,b = 1,2,. . . ,n) 
xb 

Definición. Sea {a, b,.. . }una colección de n países. Los niveles de 
precios de {a, b,... }son cardinalmente comparables si existe un índice 
de precios Xab, que posea una escala cardinal asociada. 

La comparabilidad cardinal de los niveles de precios significa que es 
posible afirmar no sólo si un país es o no más "caro" o barato que 

8 Si Xab satisface el criterio de circularidad, Xab Xba = Xaa, y si satisface eJ 
de identidad, esto es, la unidad, de donde se desprende (2.4) en forma inmediata. 

9 Criterios de identidad, homogeneidad y circularidad. 
10 Criterios de proporcionalidad, circularidad y reversión de factores. 

(2.7) 
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los demás (esto es, ordenarlos en atención a su nivel de precios) sino 
que, además, qué tanto más caro o barato es, respecto a cada uno de 
los demás. Evidentemente, éste es el tipo de comparabilidad que in-
teresa en investigaciones como la presente. Es inmediato advertir que 
la comparabilidad cardinal depende de la estructura de los números 
índices que se utilicen. En efecto, se tiene: 

Proposición 3: Sea X a b un índice de precios. Si n > 2, Xab posee una 
escala cardinal asociada si (y sólo si) satisface el criterio de circu-
laridad. 

Demostración. Es prácticamente evidente. Supóngase que Xab satis-
face el criterio de circularidad. Selecciónese un país c arbitrario (pero 
fijo en todo este razonamiento) y defínanse: xa = Xac, xb = Xbc, etc. 
Por ( 2 .5 ) : 

de donde (2.8) se concluye de inmediato. 

Por otra parte, supóngase que existe una escala cardinal de pre
cios asociada con algún índice Xab. Entonces: 

o sea, la relación (2.5) . 
Ahora bien, si n = 2, basta con los criterios de identidad y rever

sión de base, puesto que se puede hacer xb= 1, xa = Xah. 
Se concluye de las proposiciones 1 y 3 que solamente para un 

índice geométrico con pesos constantes existe la posibilidad de com
paración cardinal de niveles de precios para tres o más países, si se 
desea conservar los criterios de homogeneidad e identidad. Es impor
tante conservar estos dos criterios, por razones bastante obvias. 

Se advierten entonces dos caminos hacia la solución del problema: 
o bien se definen pesos constantes, wl, w2,..., w i V con sentido econó
mico o estadístico, o bien se busca una escala cardinal aproximada, 
óptima en algún sentido concreto. La definición de pesos constantes 
estadísticamente óptimos es abordada por el autor en un trabajo a 
ser presentado próximamente [14], en el que se introduce el concepto 
de "índice geométrico óptimo" para precios y para cantidades. Kloek 
y Theil [8 ] han encontrado la escala cardinal aproximada óptima ante 
los siguientes supuestos: 

1) (2.8) se satisface con un error multiplicativo; 
2) el índice utilizado satisface los criterios de identidad, homo

geneidad y reversión de base. 

En este artículo se consideran, por una parte, un modelo con erro-
res aditivos, bajo el supuesto de que el índice utilizado satisfaga los 
criterios de identidad y homogeneidad, y un modelo con errores 
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multiplicativos, en que también se elimina el supuesto de que el índice 
satisfaga el criterio de reversión de base (por ejemplo, el Paasche y 
el Laspeyres no lo satisfacen). Antes de estudiar estos dos modelos 
y sus soluciones, conviene analizar la forma algebraica del posible 
error para cada uno de los índices manejados en este trabajo. En pri
mer lugar, considérese el índice de Fisher-Theil: 

Para c fijo, TAB TBC se puede escribir como: 

Tab Tbc = Tac vab 

o sea, el "sesgo de circularidad" puede representarse mediante un 
modelo multiplicativo. Puede verse que si las estructuras presupues-
tales (medidas por las participaciones wia, wib, etc.) no son muy dis
tintas, los exponentes en la última expresión en (2.10) son cercanos 
a cero, de donde, en tal caso, el criterio de circularidad se satisface 
en forma aproximada. 

Para estudiar el sesgo de circularidad de los índices de Paasche y 
Laspeyres y del índice "ideal" de Fisher, conviene usar notación 
matricial. El vector columna 1 1 pa tendrá N elementos, pla,..., p$at 

los precios de los N satisfactores en el país a (análogamente, se usará 
más adelante el vector de cantidades qa); el vector columna wa tendrá 
como elementos las N participaciones presupuéstales en el país a. 

El índice de precios de Paasche, ordinariamente escrito como: 

Todos los vectores serán columnas; los renglones serán columnas traspues
tas y la trasposición se denotará por medio de apostrofes. El vector i (iota) será 
un vector cuyos elementos son todos iguales a la unidad. El acento circunflejo 

convertirá vectores en matrices diagonales : *x"es la matriz de elementos xfi^, en 
que Ô„.. es la delta de Kronecker. 

(2.9) 
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Aparentemente, sólo para el caso del índice de Laspeyres está más 
o menos claro que el sesgo de circularidad es aproximadamente aditivo. 
Las expresiones para los índices de Paasche y Fisher son notablemente 
más complicadas; particularmente el sesgo del índice "ideal" de Fisher 
presenta una mezcla de una parte aditiva y una parte aparentemente 
multiplicativa. 

Como consecuencia, en este trabajo se proponen dos modelos para 
la aproximación de la ecuación ( 2 . 8 ) : 

Modelo I: (Errores Multiplicativos). 

( 2 . 1 7 ) X a b = ^ ^ V a b 

que se puede escribir, en forma aditiva: 

( 2 . 1 8 ) logXab - \ogxa — \ogxh + vab 

en que vah = \ogv*ab. Éste es, esencialmente, el modelo usado por Kloek 
y Theil. 

Modelo II: (Errores Aditivos). 

( 2 . 1 9 ) Xabxb = xa 4- uab 

Empíricamente, los modelos serán aplicados: el modelo I a los cua
tro índices; el modelo I I a los índices de Paasche, Laspeyres e "ideal" 
de Fisher, puesto que el sesgo del Fisher-Theil es claramente multi
plicativo. Se podría eliminar del modelo I el índice de Laspeyres, pero 
se verá más adelante que la solución del modelo I aplicando cualquiera 
de los tres, Laspeyres, Paasche e "ideal" de Fisher, es la misma, o sea, el 
modelo resulta ser común a los tres índices. 

Debe notarse que la ecuación ( 2 . 8 ) se satisface si xa y xb se multi
plican ambos por una misma constante, de donde toda escala cardinal 
está definida hasta una constante multiplicativa, o sea, hasta elección 
de unidades. En consecuencia, en la búsqueda de la escala cardinal 
aproximada óptima para ambos modelos citados arriba existe un grado 
de libertad. La optimización debe, pues, llevarse a cabo bajo una restric
ción que especifique el valor numérico de alguna función escalar (por 
ejemplo: media aritmética, magnitud, etc.) del vector que representa 
a la escala, o sea, el vector de componentes xa, xb,..., etc. 

3. E S C A L A S A P R O X I M A D A S P A R A E L M O D E L O C O N E R R O R E S A D I T I V O S 

En notación matricial, ( 2 . 1 9 ) puede escribirse como sigue (ver 
nota 11 para aclaraciones respecto a notación): 

Una escala aproximada óptima minimiza la distancia entre X 
y x i'. Resulta claro que cualquier distancia podría ser una función-

( 3 . 1 ) 
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criterio. Por ejemplo, es tentador considerar una forma cuadrática 
positiva definida 

(3.2) 

en que el operador tr denota la traza de una matriz y H es una matriz 
positiva definida y simétrica. Si H no es la identidad, (3.2) corresponde 
a la idea de ponderar en forma distinta los errores cometidos al 
comparar unos países con otros. Parece que este camino no añade mu
cha generalidad y sí algo más de complejidad al problema. En este 
trabajo, H es la identidad y por lo tanto se considera la minimización 
del cuadrado de la distancia euclideana: 

(3.3) 

en que rb — 2 X'2ah, como puede comprobarse directamente. Esto no es 

sino la suma de cuadrados de los "errores" uah, de modo que el cri
terio (3.3) corresponde al criterio de mínimos cuadrados. 

Se minimizará (3.3) bajo dos condiciones laterales alternativas: 
una sobre la magnitud de x, la otra sobre el valor medio de sus ele
mentos. Obviamente la primera es una restricción sobre el "cuadrado 
medio" de los elementos de x. Es claro que si, además, se desea im
poner condiciones de no negatividad de la solución en x, el problema 
se convierte en uno de programación cuadrática. En este artículo se 
trabajará con métodos lagrangianos ordinarios; en algunos casos es po
sible asertar la no negatividad de la solución (por ejemplo, acudiendo 
al teorema de Perron y Frobenius sobre matrices no negativas; ver [3 ] , 
p. 278). 

Considérese en primer lugar la minimización de (3.3) bajo la con
dición : 

(3.4) x' x — A 

en que A es un número no negativo dado de antemano. La función 
lagrangiana correspondiente es: 

en que l.x = n — X. La ecuación (3.5) establece que x es un vector 

característico de la matriz (simétrica) X + X' — a s o c i a d o a la raíz 
(real) ) n , aún desconocida. Se demuestra en seguida que 7n es la máxi
ma raíz característica de X + X' — 'rl 
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12 Ver [ 3 , no. 113-115. 
13 Ibid., p. 278. 

Xx es simple y positiva, por el teorema de Perron y Frobenius; 1 3 x es 
además único hasta una constante multiplicativa y sus elementos 
son estrictamente positivos. Desde luego, si ( 3 . 6 ) no se cumple, 

puede ser múltiple, y entonces la solución en x es cualquier elemento 
(de magnitud A) del espacio generado por los vectores correspondien
tes a ; la dimensión de este espacio es igual a la multiplicidad 
de Xj. 

La segunda condición de normalización se refiere al valor medio 
de la escala cardinal, o sea: 

en que x es un escalar dado. Sea n x = B y considérese la función 
lagrangiana : 

(3.7) 

Considérese el cociente de Rayleigh para la forma cuadrática 

Evidentemente, R (x) es invariante ante la multiplicación de x 
por un escalar cualquiera, o sea, ante cambios en la magnitud de x. Con
cretamente, supóngase que x! x = A. Se tiene entonces: 

de modo que, si x minimiza tr U' U en la esfera x' x = A, entonces 
maximiza AR (x) en la misma esfera. Por el teorema del min-max de 
Courant y Fischer 1 2 el máximo de R (x) en la esfera x'x = l es: 

en que h0 es la máxima raíz característica de X -f X' — /r y ^°su vector 
característico unitario correspondiente. Obviamente, el máximo en la 
esfera x' x = A es A l0 y corresponde a *° \/ A como vector caracte
rístico. 

Se concluye que ^ = l0 y el vector solución es & \/~A . Si la matriz 

diagonal tiene todos sus elementos menores que los elementos dia
gonales de X + X', o sea, si : 
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Se tiene entonces: 

4. U N A G E N E R A L I Z A C I Ó N D E L M O D E L O C O N E R R O R E S M U L T I P L I C A T I V O S D E 

K L O E K Y T H E I L 

En esta sección se considera el modelo (2.18). Sean Zab = log Xab, 
za = log xa. Se tiene: 

(4.1) Z = — t z ' + V 

en que V = ( v a b ) . Kloek y Theil [8 ] utilizan la condición r z — 0, que es 
equivalente a la condición de que la media geométrica ( n xay/n sea 

la unidad. Considérese la minimización de: 

(4.2) trV'V = í r Z ' Z — 2 i ' Z z — 2 z ' Z i 

+ 2 n z ' z - 2 ( i ' z ) 2 

bajo la condición i' z = 0. La función lagrangiana correspondiente es: 

(4.3) n) = trl'Z — li'Zz— 2 z ' Z i 

+ 2 n z ' z - 2 ( i ' z ) 2 - 4 í i i ' z 

= í r Z ' Z - 4 t ' S ( Z ) z + 2 n z ' z 

— 2 ( i ' z ) 2 — 4 m ' z 

en que S ( Z ) = Vi (Z — Z') es una matriz antisimétrica. Antes de pro
ceder a la minimización, es conveniente considerar qué son los elemen
tos de S ( Z ) en términos de los índices de precios. 

Defínase el reverso'14 del índice Xah como: 

r e v ( X a h ) = 1/XM 

1 4 Esta terminología es de Frisch [61. 
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o sea: 

(4.4) 

en donde se ha hecho uso de la restricción i'z = 0 y del hecho de que 
— S ( Z ) = S' ( Z ) . Como i'z = 0, se tiene, de ( 4 .4 ) : 

i ' S ( Z ) i 
0 = i' z = + n 

n 

y, como S (Z) es antisimétrica ( i ' S ( Z ) i = 0), n es necesariamente 
cero. Se concluye que: 

S ( Z ) i 
(4.5) z = 

n 

o sea: 

Evidentemente, Xab satisface el criterio de reversión de base si (y 
sólo si) es idéntico a su reverso. El índice "ideal" de Fisher y el índice 
de Fisher-Theil satisfacen este criterio. Para los índices de Paasche y 
Laspeyres se tiene: 

rev (Pab) = Lab 

rev (Lab) = Pab 

Ahora bien, los elementos de S ( Z ) son: 

c _ l o S Xal> — lOg 
¿> \¿)a, b — ~ 

--(-£-)' 
= log y/~Xat rev (Xab) 

Consecuentemente, si el índice Xab satisface el criterio de reversión 
de base, S ( Z ) = Z. En el caso concreto de los índices de Paasche, 
Laspeyres y Fisher, S ( Z ) consiste precisamente de los logaritmos de 
los índices "ideales" de Fisher. La solución al problema de mínimo 
es entonces la misma, en este modelo, para los índices de Paasche, 
Laspeyres e "ideal" de Fisher. 

Considérese ahora el problema de minimización. Se tiene, volviendo 
a ( 4 . 3 ) : 

(4.6) 
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Fuente: Referencia 1. 
a Las cifras entre paréntesis son las participaciones en el gasto total familiar 

en alimentos y bebidas. 

En el caso especial en que Xab satisfaga el criterio de reversión 
de base: 

(4.7) 

la media geométrica de Xab (sobre b), que es el resultado de Kioek 
y Theii. Para el Paasche, el Laspeyres y el Fisher, la solución es la 
media geométrica (sobre b) de los índices ideales de Fisher, Fab. 

5. E J E M P L O S N U M É R I C O S : E S C A L A S D E P R E C I O S P A R A O C H O R E G I O N E S , M É X I 

C O , 1963 

Se han utilizado los datos de la encuesta de ingresos y gastos fami
liares realizada en 1963 por la Oficina de Estudios sobre Proyecciones 
Agrícolas del Banco de México [ 1 ] , para obtener índices de precios 
de ocho regiones en que se dividió al país en dicha encuesta. Las regio
nes y los Estados que comprenden son los siguientes: 

Región L Pacífico Norte: Baja California (Norte y Sur) y Sonora. 
Región 2. Norte: Chihuahua, Coahuila, Nuevo León y Tamaulipas. 
Región 3. Golfo-Sureste: Campeche, Quintana Roo, Tabasco, Vera-

cruz y Yucatán. 
Región 4. Pacífico-Centro: Durango, Nayarit, Sinaloa y Zacatecas. 

Cuadro 1 
M É X I C O : P R E C I O S POR K I L O G R A M O Y P A R T I C I P A C I Ó N E N E L C O N S U M O DE 

A L I M E N T O S Y B E B I D A S DE N U E V E AGREGADOS DE S A T I S F A C T O R E S 

E N O C H O R E G I O N E S , 1963 
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Región 5. Bajío: Aguascalientes, Colima, Guanajuato, Jalisco, Que-
rétaro y San Luis Potosí. 

Región 6. Centro: Hidalgo, México, Michoacán, Morelos, Puebla y 
Tlaxcala. 

Región 7. Distrito Federal. 
Región 8, Pacífico Sur: Chiapas, Guerrero y Oaxaca. 

Los precios y participaciones presupuéstales utilizados en el cálculo 
de los índices se refieren a nueve agregados de satisfactores, dentro 
del renglón de alimentos y bebidas solamente; en el cuadro 1 se dan los 
precios por kilogramo y las participaciones presupuéstales de cada 
agregado, para cada región. 

En primer lugar se consideran los resultados del modelo con erro
res multiplicativos. Para el índice de Fisher-Theil el modelo resulta 
bastante eficiente en cuanto a circularidad, o sea en cuanto a la cerca
nía de Tah respecto al cociente xa/xb de los elementos de la escala 
cardinal óptima; ver cuadro 3. Los índices de Paasche, Laspeyres y 
Fisher son notablemente menos cercanos al cociente xa/xb, al menos 
para este modelo. El cuadro 2, a continuación, presenta las escalas 
cardinales aproximadas óptimas para los cuatro índices. 

Cuadro 2 

E S C A L A S C A R D I N A L E S A P R O X I M A D A S Ó P T I M A S : M O D E L O C O N ERRORES M U L T I P L I C A T I V O S 

El rango de variación de la escala para el índice de Fisher-Thiel es 
bastante más amplio que el de la escala para los otros tres índices; 
aparentemente, esta última es un tanto "insensible", en el sentido 
de que las variaciones del cociente xa/xb (sobre a y b) son menores 
que las de Pab, Lab y Fab; ver cuadro 4. 

El cuadro 5 presenta seis escalas de niveles de precios, que corres
ponden al modelo con errores aditivos. Las tres primeras escalas pro
vienen de restringir la magnitud del vector-escala, o sea, se trata del 

primer vector característico de X + X' — ^ bajo la condición de 
x'~x~ 

= 1. Las tres siguientes provienen de res-
n 
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C IRCULARIDAD DEL Í N D I C E D E FlSHER-THEIL: 

T A B Y R E L A C I Ó N x a/x b (entre paréntesis) 

Cuadro 4 
C I R C U L A R I D A D DE L O S Í N D I C E S DE P A A S C H E , L A S P E Y R E S E " I D E A L " DE F I S H E R : 

Í N D I C E S P A B , L A B , Fab Y R E L A C I Ó N x a/x b (entre paréntesis) 
M O D E L O S C O N ERRORES M U L T I P L I C A T I V O S 

Cuadro 3 
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Cuadro 5 

E S C A L A S Ó P T I M A S D E P R E C I O S PARA M O D E L O S C O N ERRORES A D I T I V O S 

Cuadro 6 

C I R C U L A R I D A D DEL Í N D I C E D E P A A S C H E B A J O E L M O D E L O A D I T I V O : 

P a b Y R E L A C I O N E S x a/x b 



URIBE: COMPARACIONES INTERREGIONALES DE PRECIOS 99 
tringir la media aritmética del vector-escala, o sea, se trata de núme
ros proporcionales a la media aritmética de los renglones de (X -f- X' — 

—n I ) " 1 , bajo la condición i' x = 8, o sea, x = 1. 
Resalta desde luego la total coincidencia de este resultado con el 

ordenamiento obtenido a partir del modelo con errores multiplicativos. 
Por otra parte, hay una gran coincidencia numérica con la escala pro
veniente del índice de Fisher-Theil, no así con la escala obtenida a 
partir de los otros tres índices en el modelo con errores multiplica
tivos. A partir de los cuadros 6, 7 y 8, se advierte la mayor eficiencia 
(en cuanto a circularidad) de las escalas derivadas del modelo con 
errores aditivos para los índices de Paasche, Laspeyres y Fisher, com
parable a la eficiencia del modelo multiplicativo para el Fisher-Theil ; la 
primera cifra en cada casilla en cada cuadro, es el índice correspon
diente (Pai, Lali y F o 6 respectivamente) ; la segunda es la relación xa/xh 

para la escala con magnitud restringida, y la tercera es la rela
ción xa/xb para el modelo con media restringida. 

Cuadro 7 
C I R C U L A R I D A D D E L Í N D I C E D E L A S P E Y R E S B A J O E L M O D E L O A D I T I V O : 

L A B y R E L A C I O N E S x a /x b 
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Empíricamente, los resultados son interesantes. La región en la que 
la alimentación es más cara es la Pacífico Norte, lo cual no debe extra
ñar. Lo que llama la atención en cambio, es que la segunda región más 
cara sea la Golfo-Sureste, tradicionalmente considerada como una re
gión "barata". Una explicación puede radicar en que, habiendo una 
proporción no despreciable de autoconsumo en el régimen de vida 
de los habitantes de esta zona, los productos disponibles en el mer
cado no reflejan el "verdadero" costo de la alimentación y ésta es 
"cara" para quien viene de fuera, que compra en el mercado. Probable
mente esta explicación es errónea; por una parte, la zona de mayor 
autoconsumo, según quienes "conocen" la economía regional del país, es 
la que aquí se define como "Pacífico Sur", que resulta ser la más bara
ta. La relación entre autoconsumo y "carestía" de la economía de 
mercado es bastante nebulosa. Por otra parte, los resultados en cuanto 
a los índices de cantidades parecen contradecir la conjetura del volu
men de autoconsumo: la región Golfo-Sureste es la más alta en cuanto 

Cuadro 8 

ClRCULARIDAD DEL Í N D I C E " I D E A L " D E FlSHER B A J O E L M O D E L O A D I T I V O : 

F a b Y R E L A C I O N E S x a / b 
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a la escala de cantidades. El autor se inclina a pensar en que, si los 
"conocedores" tienen razón, la explicación radica en defectos de los da
tos, quizá concretamente en defectos de la muestra del Banco de Méxi
co, sesgada en esa región hacia los ingresos altos. Por otra parte, es 
interesante advertir que el Distrito Federal viene a representar aproxi
madamente la media de nivel de costo de la alimentación del país, 
cuando menos a este nivel de agregación. 

en que Mah es el gasto total cuando las cantidades consumidas en a se 
compran a los precios de b. 

Para el Laspeyres se obtiene: 

6. ESCALAS DE CANTIDADES Y N IVELES DE INGRESO REAL 

En forma enteramente análoga a los índices de precios, es posible 
definir escalas cardinales aproximadas óptimas para los índices de 
cantidades; éstas aparecen, para las ocho regiones de la sección 5, al 
principio de la sección 7. El problema crucial de la definición del nivel 
de ingreso real es la relación entre los índices de cantidades y los índi
ces de precios y, en el enfoque dado en este artículo, entre las escalas 
cardinales de precios y las escalas cardinales de cantidades. 

Concretamente, en el caso de dos países, el ingreso (o consumo) 
monetario relativo deflacionado con el índice de precios: 

Ma 

(6.1) - -
Mb x a b 

es un índice de cantidades si Xab y el índice de cantidades Y c 6 , satis
facen el criterio de reversión de factores. En caso contrario, el sig
nificado de la relación (6.1) no es algo muy claro; aun más, no puede 
representar una relación de "consumo real", puesto que no es un 
"consumo físico relativo" como el índice de cantidades. 

Los índices de Paasche y Laspeyres no satisfacen el criterio de rever
sión de factores; en efecto: 

(6.2) 

(6.3) 
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Comparando (6.2) y (6.3) se nota que el índice "ideal", de Fisher 
sí satisface el criterio de reversión de factores. Además, es fácil ver 
que: 

M 
(6.4) Pab Cab = Lab Qab = —a— 

La cantidad entre paréntesis en la penúltima expresión en (6.5) 
tiene una interpretación interesante en términos de la teoría de la in
formación: se trata de la diferencia de información entre dos experi
mentos : en uno, el investigador tiene información a priori consistente 
en la distribución presupuestal del país b (los números wib); el experi
mento cambia esta información a la distribución presupuestal (a 
posteriori) del país a. En el segundo experimento, la información 
a priori es la distribución presupuestal de a y la a posteriori es la de b. 
Se concluye que si las distribuciones presupuéstales de ambos países 
no son muy diferentes, este término es pequeño y Tab Sab es aproxi
madamente igual a Ma/Mb. 

De existir un índice que satisficiera el criterio de circularidad y 
el de reversión de factores a la vez, se tendría: 

v v X a y * - M a 

A o b X a b — — — 
xb yb Mb 

de modo que, si Ma, Mb, etc., se escalan para representar una escala de 
gastos monetarios relativos: 

(6.6) — = T ^ 7 ( M = l / n 2 M f l Ó M = ( n M a ) etc.) 
xbyb Mb/M a 

o sea, xa yat xbf y 6 , . . . , etc., formarían una escala de gastos monetarios 
relativos, cuyos componentes son, por una parte el nivel relativo de 
precios xa y por otra el nivel relativo de "consumo físico", o sea la es
cala de cantidades ya. 

Tal representación es imposible en forma exacta, por el teorema 
de Wald (proposición 2, sección 2 de este artículo). Sin embargo, es 
posible llegar a representaciones aproximadas. En particular, con
sidérense las escalas cardinales de Kloek y Theil para precios y 
cantidades, con el índice de Fisher-Theil: 
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7. INGRESOS DEFLACIONADOS Y ESCALA DE CANTIDADES PARA O C H O REGIONES, 

M É X I C O , 1963 

Se han obtenido cantidades consumidas per capita durante un mes, 
para cada uno de los nueve agregados de alimentos y bebidas, y a 
partir de ellos se han calculado los cuatro índices de cantidades que 
se analizan en esta sección. El cuadro 9 consigna esta información 
primaria, que se obtuvo dividiendo las cantidades que aparecen en [ 1 ] 
entre la población de cada región/ según el censo de población de 1960. 
El último renglón de cada columna contiene el gasto mensual per 
capita a precios corrientes en alimentos, para cada región. Cabe notar 
que el consumo mensual per capita de alimentos en el país es de 
1 1 2 . 7 4 pesos de 1963. 

El cuadro 1 0 condensa las escalas para los modelos e índices con
siderados en este trabajo. Los resultados son semejantes a los que 
se refieren a los precios. La coincidencia total en cuanto a orden de 
las regiones, la coincidencia numérica muy cercana entre el modelo 
aditivo y el multiplicativo para el Fisher-Theil y el rango de variación 
relativamente pequeño del modelo multiplicativo aplicado a Paasche, 
Laspeyres y Fisher, características observadas para las escalas de 
precios, se observan en forma idéntica en las escalas de cantidades. 

La relativa inefíciencia del modelo multiplicativo aplicado al Paas
che, el Laspeyres y el Fisher y la eficiencia del multiplicativo para el 
Fisher-Theil y el aditivo para los demás índices, son inmediatamente 
apreciables; el lector puede calcular con facilidad estos resultados, 
que aquí se omiten. 

en que M. es la media geométrica y es la media aritmética 

2 A 7 a í ). La representación (6.6) es válida en este caso, hasta errores 
2n b 

determinados por las diferencias medias de información A Ia. Considé
rese entonces la representación aproximada: 

Ma 

( 6 . 7 ) Xa ya = ea 

M 

Para Fisher-Theil, M = M.; ea = exp —— A Ia. Por desgracia, es difí-

cil obtener una expresión algebraica para £a en el caso de los modelos 
con errores aditivos; éstos se verán empíricamente en la sección 7. 
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De nuevo, la posición de la región Golfo-Sureste llama la atención 
y contradice lo que tradicionalmente se cree respecto a esta zona. Sin 
embargo, se puede ver en el cuadro 9 que el consumo monetario de la 
región es bastante alto; si se ordenan las regiones en cuanto al 
gasto monetario per capita y se compara este orden con el de la escala 
de cantidades, sólo ocurren dos inversiones: la región Pacífico Norte 
y la Golfo-Sureste intercambian lugares (primero y segundo) y lo 
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mismo hacen la región Norte y el Distrito Federal (tercero y cuarto). 
Estos cambios se explican totalmente en términos del nivel de precios. 
Se conjetura entonces que, si la creencia de que el nivel de consumo de 
la región es bajo resulta válida, la muestra del Banco de México está 
sesgada hacia los ingresos altos. Probablemente esto sólo podrá ser 
averiguado mediante nuevas encuestas de consumo. 

Si bien ordinalmente los gastos monetarios y las escalas de canti
dades manifiestan cierto parecido, cardinalmente las diferencias son 
mayores (ver cuadro 12, primeras dos columnas, que son escalas de 
gasto monetario relativo). De esto resalta la importancia de la des
composición del gasto monetario en el nivel de precios y el gasto real, 
aproximado este último por la escala cardinal de cantidades. Como 
se ha visto, esta descomposición sustituye en forma adecuada al con
cepto de "deflación", que por sí solo carece de sentido en vista de la 
incompatibilidad de los criterios de circularidad y reversión de fac
tores. 

El cuadro 11 presenta el resultado de aplicar la ecuación (6.5) a 
los índices de Fisher-Theil en las ocho regiones; se trata entonces del 
sesgo (multiplicativo) de reversión de factores del Fisher-Theil, que 
toma la forma de una diferencia de información entre estructuras 
del gasto familiar. Las unidades son nits o "unidades naturales de in
formación" que resultan del uso de logaritmos naturales en la medi
ción de la información. 

Estos términos son relativamente pequeños: el mayor en valor ab-
1 

soluto es A J 4 8 a * 0.0194; el sesgo multiplicativo correspondiente es 
del orden del 2 %. Es de esperar entonces que el error al representar el 
ingreso monetario relativo por medio del producto de la escala de 
cantidades por la escala de precios sea también pequeño. El cuadro 12 
tabula las siguientes relaciones: 

f° ~ ,Ma/M. 

Cuadro 11 

DIFERENCIA DE INFORMACIÓN DE LAS DISTRIBUCIONES DEL GASTO FAMILIAR 
XI2 A I a b (en nits) 
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Cuadro 12 

ERRORES RELATIVOS EN LA REPRESENTACIÓN DEL INGRESO MONETARIO 

Salvo dos casos excepcionales (e x y h1) las escalas obtenidas a 
partir del modelo con errores aditivos sobrestiman o subestiman 
sistemáticamente el ingreso monetario -relativo: sobreestiman cuando 
provienen de restringir la media de las escalas y subestiman cuan
do se restringe la magnitud. Sin embargo, estos errores son muy pe
queños; en valor promedio son cercanos al 1 % ; ver cuadro 13. La 
escala de Kloek-Theil subestima en dos casos y sobrestima en los 

demás; su error medio es también muy pequeño (1 — e a ) es, en la 
media, aproximadamente .0062, o sea, menos del 1 %. 

en que xa, y„ son las escalas óptimas de precios y cantidades para el 
índice de Fisher-Theil y M. es la media geométrica de ingreso mo
netario; 

£ P *a ya 

Ma/M 

en que xa, ya son las escalas para el índice de Paasche en el modelo 

aditivo con magnitud restringida y Ai es la media aritmética de in-

greso monetario; en forma semejante se definen ea y ea, para los 
índices de Laspeyres y Fisher, y : 

p xaya 

ba = — 
Ma/M 

en que xat ya son las escalas para el índice de Paasche en el modelo 
aditivo con media restringida; también se definen análogamente 
L F 

K Y K para el Laspeyres y el Fisher. 
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Cuadro 13 
VALORES MEDIOS DE 1 — ea Y 1 — ba 

Según esto, las escalas que más adecuadamente reproducen el 
gasto monetario relativo son la de Kloek-Theil y la del índice de 
Paasche con magnitud restringida. Esto, desde luego, es válido sólo 
para los datos analizados. 

Por lo pronto, se puede pues concluir que la evidencia de esta 
muestra parece indicar que la descomposición del gasto monetario 
en un "componente real" y el nivel de precios es factible hasta errores 
bastante pequeños, y que esta descomposición sustituye con bastante 
éxito al concepto poco riguroso de "deflación" del gasto o ingreso 
monetario por medio de índices de precios. 
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