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I. INTRODUCCION

ESTE TRABAJO constituye un andlisis tedrico del problema tradicional de
construir una “tabla de vida” intercensal o sea el problema de c6mo des-
arrollar a partir del conjunto .L. el conjunto correspondiente [..

Es bien sabido que si se dispone de dos censos comparables, corres-
pondientes a una poblacién cerrada clasificada por sexo y edad, existe
una variedad de técnicas demogréficas disponibles para construir una
“tabla de vida” representativa del nivel medio de la mortalidad durante
el periodo intercensal [1], [2], [3]. De manera general, las principales
etapas involucradas en las metodologias usadas cotrrientemente son:

1) Calcular las relaciones de supervivencia observadas ,P. , por co-
horte correspondientes al periodo intercensal;

2) Ajustar estos valores corregidos por irregularidades segiin se su-
pone debido a la inexactitud de los datos bdsicos;

3) Transformar estas tasas ajustadas de supervivencia en el conjunto
de valores ,L. correspondientes;

4) Transformar el conjunto L. en el cortespondiente I, y finalmente;

5) Completar las funciones biométricas restantes de la “tabla de vida”

siguiendo las definiciones convencionales.

* Trabajo presentado a la Comisién sobre Demografia Matematica de la con-
ferencia de Poblacién de Lieja a solicitud del profesor N. Keyfitz organizador de
dicha comisién, bajo el titulo: “How to Make a Life Table When Two Age Dis-
tributions Are Given (or, How to Transform I . into [)).” Una primera versién
de las ideas aqui contenidas fue presentada en el curso “Comparative Demography
of Latin America” dictado por el profesor Eduardo Arriaga, Department of De-
mography, Berkeley, 1971-1972. El autor agradece a ambos profesores por sus
valiosas observaciones y al Dr. E. Bergman, Director Asistente del Center for
Population Studies, Harvard University, por las facilidades administrativas que
hicieron posible la versién inglesa de este articulo. Un agradecimiento especial
para Rail de la Pefia que tradujo el articulo al espafiol.

** Estudiante del programa de doctorado, Departamento de Economfa, Univer-
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Como se indicé al principio, este trabajo centra su atencién en la
cuarta etapa, aunque los pdrrafos iniciales se dedicardn a la revisién
de unos pocos y bien conocidos resultados en relacién a la primera y
tercera etapas como punto de partida de nuestro tema de interés.

II. LA PRIMERA META: LA DISTRIBUCION , L,

Si la mortalidad fuera la causa dnica de la disminucién de la pobla-
cién por cohortes durante el periodo intercensal o a n, entonces las rela-
ciones de supervivencia:

representan el concepto equivalente en una tabla de vida correspondiente

a algln punto intermedio entre o y #. Sin duda, cada .P;" representa un
nivel medio de mortalidad intercensal por cohortes y no necesariamente
tiene que estar referida al mismo momento. Sin embargo, para simplificar
se considera el supuesto usual de que todos ellos se refieren al punto n/2.

Antes de pasar adelante, ndtese que hemos supuesto censos compara-
bles y por lo tanto, no debemos inquietarnos por las dificultades usuales
asociadas con el ajuste de las relaciones de supervivencia observadas: las
técnicas demogtéficas convencionales permiten solucionar el problema. [2],
[3]1, [4]

Bajo las primeras condiciones podemos escribir:

nl 2

A L
P C— r"J.r. fn ) — ( Pn/ 2 — n xtn )
" nox Ln/ 2

H x n x

Con el conjunto de valores ,P"/? y eliminando el superindice n/2 una

vez que se ha estimado P, (= .L./n‘1l,), podemos derivar el vector
«Lx asociado con una tabla de vida implicita referida a ¢+ = n/2. Entonces,

dado wPs, wPo, wPu, ..., uPx, ..., 2Pso, y aplicando las definiciones
convencionales:
* — .
n o n lo n b
* ‘: L’
n n n o n o
* [p— * . *
n 780 i:LSO—n nPSO—n

n L80 nP80(+)

T _—,—_—_—_— e
o ¢~ Py

tenemos la materia prima para la transformacién que nos interesa.
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III. LA RELACION ENTRE L. Y [:

Desde un punto de vista estrictamente matemadtico, estas dos funcio-
nes biométricas se relacionan a través de la bien conocida expresién:

(IIL1) Jice+dt = L

Asi, es claro que el resultddo de estas operaciones dobles (para encontrar
=L, a partir de ., o viceversa) dependerd de la forma analitica que se
supone para [(x -+ #). Por lo tanto, cuando se formula la cuarta etapa
de la metodologia general, al decir “transférmese el conjunto ,L. en el
conjunto correspondiente I.” lo que se quiere decir es que existe una
correspondencia univoca, bajo una hipétesis especifica, acerca de la forma
matemdtica de [(x -~ £). En el contexto de este trabajo, hay una varia-
cién relacionada muy de cerca con el propésito préctico impuesto y que
consiste en encontrar los valores aislados por edades para .L., general-
mente dados aplicando multiplicadores de Beer [5] y estableciendo un
supuesto acerca de la forma analitica de L., de la cual se deriva el con-
junto /. por interpolacién.

Dado que el problema de pasar de .L. a I. no es nuevo, han sido
adelantadas varias soluciones. Se han sugerido gran variedad de férmulas
siguiendo el primer enfoque mencionado con algunos cambios en la forma
matematica de /(x = ¢) teniendo en cuenta la diferente curvatura de la
funcién por edad [6], [2]. Ejemplos del segundo enfoque pueden encon-
trarse en [7], [8]. En general, el uso de tales formas matemadticas tiene
ventajas obvias: aparte de sus propiedades analiticas elegantes produce
resultados consistentes externamente; también, constituyen técnicas que
ahorran tiempo y molestias cuando se involucran multiplicadores.

No obstante, detrds de la apariencia de consistencia externa (en reali-
dad no es posible encontrar publicados valores crecientes de [,), aquellas
férmulas pueden muy bien tener incoherencias implicitas entre las funcio-
nes clave, las que no tienen sentido desde un punto de vista demogréfico.

Nos gustaria adelantar aqui la idea de estudiar la consistencia interna
de las “tablas de vida” a través del concepto clave del ndmero medio de
afios vividos en el intervalo (x, x -+ n — 1) por aquellos que murieron
en dicho intervalo (.a.). Nuestro punto de vista es que mientras en el
procedimiento convencional para construir tablas de vida corrientes (o
sea a partir de tasas especificas de mortalidad por edades (:M.) obser-
vadas), el concepto .a. se incorpora explicita y cuidadosamente a través
de la expresion:

(I11.2) L, =n- lx+t1 + a - d
en los procedimientos indirectos, una vez que las I. son derivadas de
las ,L, utilizando las técnicas previamente mencionadas, el concepto .a.
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no aparece como un insumo explicito sino como un producto implicito.
Una consecuencia importante es que las .a, implicitas, generadas por cier-
tas férmulas de interpolacién usadas para obtener . a partir de .L. son
simplemente erréneas o por lo menos contradicen la evidencia empirica.
Por ejemplo, hay acuerdo general sobre el hecho empirico de que a, estd
relacionada inversamente con el nivel de la esperanza de vida al nacer,
o lo que es lo mismo, directamente relacionada con el nivel de mortalidad
infantil. Mds aln, hay evidencia abundante de que a, estd comprendida
entre aproximadamente 0.10 para esperanzas de vida al nacer cercanas
a 70 afos [9] y 0.35 para esperanzas de vida al nacer reducidas [10],
[11], [12]. Por ejemplo, en 1967 el factor de separacién a, para la po-
blacién total de Estados Unidos se encontré que era 0.09, consistente con

(2]

e = 70.59 afios [9]. De acuerdo con todo esto, considérese la siguiente

o

paradoja. Por procedimientos independientes fueron construidas dos ‘‘ta-
blas de vida” para la poblacién femenina de Chile obteniéndose los si-
guientes resultados:

o

Afo e, do
I 1907 29.67 0.07
1I 1909 29.41 0.68

Fuente: 1 véase la nota 7 del texto; II véase la nota 13.

Es obvio que si juzgamos la consistencia de estos resultados como se
hace usualmente, a través del indicador e, nunca podremos encontrar

lo que esta sucediendo dentro de la tabla de vida. Es importante entonces
establecer que mientras el resultado a, = 0.68 proviene del uso irrestricto
de una ecuacién simple de regresidn, y siguiendo el procedimiento con-
vencional (de .M. a .qg.) para consiruir una tabla de vida, el otro, o sea
a, = 0.07 resulta de la insensibilidad demogréfica de rigidas formas ma-
temdticas usadas como artificios de interpolacién. Sin embargo, cualquiera
que sea la razén de tan extrafos resultados, esperamos haber hecho clara
la utilidad de .a. y particularmente de a@,, como instrumento para me-
dir la consistencia interna de la tabla de vida. Este es especialmente el
caso cuando es construida derivando la funcién I, del conjunto ,L..

Con lo anterior es suficiente en relacién con .a. como indice de con-
sistencia interna. Sin embargo, ésta es en realidad una razén atrayente
para buscar un modo de derivar la funcién I. a partir de .L., de tal modo
que la distribucién .a. sea tomada en cuenta explicitamente. {Es esto po-
sible? Por fortuna la respuesta es afirmativa y lo que resta de este trabajo
se dedica a la elaboracién de un tratamiento general de este problema asi
como a derivar algunos casos particulares de especial importancia.
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IV. TRANSFORMACION DE L, ES I, A TRAVES DE .d.

Como ya se ha sugerido, el concepto de ndmero medio de afios vivido
en un intervalo dado por aquellos que murieron en el intervalo (.a.)
jugard un papel clave en la solucién del problema de transformar ,.L.
en l.. De hecho, su definicién servird para derivar los resultados que
nos interesan. En relacién con esto, es importante entender que .a. €s un
concepto definido dentro del contexto y empiricamente medido a partir
de datos bdsicos correspondientes a la poblacién real y observada. Por lo
tanto, lo definiremos en su forma general.

f”'N(w+0uu+ﬂ-m

(IV.1) =
fNu+ﬂ-MwH%dt

en donde:

N (x -+ t) - dt representa la poblacién expuesta al riesgo de morir
entre las edades x + tyx + ¢t + dt, y
w(x 4 t) expresa la fuerza de la mortalidad a la edad x + ¢

Es importante sefialar que estamos siguiendo el enfoque sugerido por
Keyfitz en un contexto algo diferente [14]; por consiguiente, se ha su-
puesto que una curva continua de mortalidad, llamada la fuerza de la
mortalidad, se basa en las .a. observadas “y que la misma curva debe
basarse en la tabla de vida”.

No hay duda acerca del hecho de que la expresién IV.1 no ayuda a
resolver nuestro problema en la medida en que no hagamos un supuesto
sobre la forma analitica correspondiente a la distribucién subyacente de
poblacién N (x -+ #). Por lo tanto, para avanzar hacia una solucién suge-
timos la sustitucién general:

(Iv.2) Nx—+8=F@) I(x+1

donde F(t) esta sujeta solamente a la condicién de que sea derivable den-
tro del intervalo abierto x, x -+ n. Es claro que F(#) permanece como in-
cOgnita y que la solucidén particular dependerd en dltima instancia del
supuesto especifico que se decida hacer acerca de su forma analitica.

Por lo que se refiere a la racionalidad demdgrafica de incluir [ (x + #)
en dicha transformacién, se puede argumentar que a partir del supues-
to de que la misma fuerza de mortalidad rige tanto para la poblacién
observada como para la tabla de vida, cojuntamente con el de la poblacién
cerrada, tal supuesto parece tedricamente justificado. Esto es, en el pre-
sente nivel de generalidad F (f) puede interpretarse como una fuerza equi-
librante entre ambas funciones de densidad, la observada y la estaciona-
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ria, que toma en cuenta diferentes patrones de fecundidad. Es claro que
bajo supuestos adicionales tales como mortalidad y fecundidad constantes
por edad, F (¢#) adquiere una bien conocida forma analitica, en cuyo caso,
la introduccién de [(x + #) se justifica completamente. Finalmente, con
una forma indeterminada de F(#) el propésito del trabajo en esta etapa
es generar una solucién general de la cual se puedan derivar todos los
casos particulares. Aqui solamente se mostrard la solucién para unos casos
de reconocido interés para la demografia.

A. Sustituyendo IV.2 en IV.1 y considerando el hecho de que #(x + ¢) =
—d In I(x + ) /dt, tenemos:
ftFm-mu+o
(Iv.3) wly =

f?m-mu+o

Integrando por partes y usando una extension familiar del teorema del
valor medio para integrales [15] encontramos que:

n- F(n)  l(x+n) — .L: [FO®) + F (2) .A:]
F(n) - l(x-+n) — F(o) * I(x) — F (h) Lx

(Iv4) .=

donde: 0 < h < n <0=<z=<mnm=<0=x<00<y

F’ expresa la primera derivada; y

~fnt I 40 - dt

nAx —
[T1a+o-a
A partir de IV.4 y resolviendo las incdgnitas:

_ F(e) . an - F(O) © only l(X)
B F(n) ‘ (n - nax)

(IV.5) I(x + n

obtenemos una aproximacién a la solucién general completa, la cual po-
dria contener un término adicional en el numerador, esto es:

an [F,(Z) ) nAx - F’(h) ’ nax]-

Por supuesto, solamente seria una buena aproximacién en la medida
en que la diferencia entre corchetes se acerque a cero. En realidad, seria
exacto cada vez que z=~h y ,Ax = .4\, lo cual puede esperarse que sea
el caso excepto para los primeros y los dltimos afios del ciclo de vida.

B. Una etapa posterior podria ser imponer a la funcién F(¢) la con-




352 DEMOGRAFIA Y ECONOMIA VIII:3, 1974

dicién adicional F’(#) '= ¢ F(#) que nos pone en contacto con la familia
de las funciones exponenciales cuyo interés demogréfico es conocido.
Siguiendo la misma linea de razonamiento que la utilizada en la férmula
IV.5 puede demostrarse que bajo el supuesto usual se obtiene la misma
aproximacién. En este caso ¢ denota una constante o por lo menos que
es independiente de la variable t. Finalmente, la solucién general completa
de este caso incluye en el numerador el término adicional:

(4 F(e) * an (nAx - nax)

C. Un caso especialmente importante es el de la estabilidad local, o atn
mas aquel donde la distribucién de densidad observada corresponde a
una poblacién estable. Dado lo que hemos supuesto: F(t) = K exp (—rt),
donde K = b, la tasa intrinseca de natalidad no aparece en nuestro re-
sultado final, y en vista de que este es un caso en el cual se cumple la
condicién F’(#) = ¢ F(t) podemos evitar el procedimiento convencional
de integracion por partes y aplicar directamente el resultado IV.5 que
como se dijo es valido bajo el supuesto usual. Por lo tanto.

/2 an — nbx l
1V 6) Ix4n)= e _aa )(x)

fue obtenido al seleccionar el valor aproximado de ® = n/2. Es importante
tener en cuenta que esta es una aproximacion a la solucién completa la cual
incluye en el numerador el término adicional re="/2 + ,L; * (s0z — nAx).
Como hemos visto, bajo la hipétesis usual, la exactitud de nuestra aproxi-
macién dependerd no solamente de la similitud entre ,A. ¥ «.a. sino también
de cudn pequeda sea la tasa intrinseca de crecimiento o de ambas cosas.

D. De este importante caso llegamos a la conclusién de que para un
conjunto dado de valores de .L. el resultado final de nuestra transfor-
macién dependerd de los supuestos que se hagan con relacién a: i) la tasa
de crecimiento de la poblacidn, ii) la manera en que se distribuyan las
muertes dentro de cada intervalo de edades. Asi, si tomamos la férmu-
la IV.6 para r ¢ 0 Y na. # n/2 hay posibilidad para tres subcasos, dos
de los cuales tienen un interés especial desde el punto de vista demogréafico:

(D.1) cuando r = 0y .4, % n/2 tenemos:
an ﬂax l(x)

V.7 - x A

av.7) I(x + n) - i

que no es s6lo una solucién aproximada sino la exacta. Es claro que esta
solucién a nuestro problema podria haber sido derivada de la bien co-
nocida expresién I11.2 mediante una transformacién algebraica simple (de
hecho asi se hizo primero cuando se nos ocurtié la idea de este tema).
Sin embargo, pensamos que el método presentado aqui es preferible desde
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un punto de vista tedrico: 1) porque permite visualizar con claridad
como se origina de un conjunto més general de supuestos que de aquellos
de los cuales es aparentemente deducido cuando se toma como punto de
partida la expresién I11.2; y 2) permite observar cudl es su posicién dentro
de un proceso 1dgico de deduccién asi como la interrelacién que existe
entre ésta y otras soluciones al mismo problema que se derivan de ese
proceso.

(D.2) cuando ¥ = 0y na; = n/2 tenemos:

2 L, — nl(x)
n

I{(x + n) =

que para el caso de .a. = n/2 puede ser derivada obviamente de II1.2,
o sea la bien conocida regla de los trapecios:

(D.3) cuando r 5% 0 y ,a. = n/2 tenemos:
; 2L e™? — nl(x)
(IV.9) &+ = e

Puede observarse que mientras que la férmula 1V.8 no es una solu-
cién aproximada sino la exacta, la dltima (IV.9) constituye una aproxi-
macién del mismo tipo que la IV.6.

V. UN RESUMEN GRAFICO DE LOS RESULTADOS

Una manera ficil de resumir los resultados anteriores en tal forma
que las interrelaciones entre ellos fueran inmediatamente aparentes es a
través de un diagrama de Venn en donde (A), (B), etc., representan los
correspondientes conjuntos de férmulas desarrolladas en la seccién IV
(véase la grafica 1). Las soluciones analiticas completas de la transfor-
macién de .L. en [(x) se presentan en un apéndice.

GRAFICA 1

(A
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VI. RESUMEN Y CONCLUSIONES

1. Cada vez que se realiza una interpolacién con L. quedan determi-
nadas por lo menos un par de variables dependientes conjuntas [I(x) y
«a:] . No obstante el hecho de que el resultado deseado de la interpolacién
convencional es la funcién I (x), la distribucién implicita ,a. generada por
alguno de tales procedimientos no se ajusta a los “valores esperados” su-
geridos por la evidencia empirica. Dado que suponemos que los demé-
grafos tienen un cierto conocimiento “anterior” acerca del comportamiento
del vector .a. en relacién con el nivel de la esperanza de vida al nacer,
parece importante encontrar una solucién al problema de cémo pasar de
«L: a [(x) en la cual los valores .a. entren como un insumo explicito.
Este ha sido el propdsito central de este trabajo.

2. A partir de la definicién general del concepto de .z. se han dedu-
cido I6gicamente una gran variedad de férmulas. De la solucién més ge-
neral presentada, que cubre el universo completo de transformaciones po-
sibles, (A) hemos llegado al caso de una poblacién con crecimiento cero
v distribucién lineal de muertes dentro de intervalos de edades, (D.2).
No es tarea ficil recomendar la “mejor” férmula. Su seleccién debera
ser hecha por cada demdgrafo en relacién a su conocimiento “previo” de
la realidad demogréfica que tenga en estudio. Sin embargo, encontramos
que una solucién intermedia estd dada por D.1.

3. Es obvio que la totalidad de este trabajo se basa sobre la exactitud
del conocimiento “previo” de los demdgrafos acerca de la distribucién na.
asociada con la esperanza de vida al nacer, e implicita en las tasas de sobre-
vivencia ajustadas derivadas de los dos censos. Por otra parte, el conoci-
miento anotado depende de la relativa invarianza de la distribucién
de .a.. Por fortuna éste parece ser el caso (excepto para a,) independien-
temente del nivel de la esperanza de vida al nacer. Sin embargo, sobre
este tema clave se requiere investigacion adicional.

APENDICE
RESUMEN DE SOLUCIONES

A. Supéngase que F(#) tiene una primera derivada en x, x | n:

Ly F® — pa,-F) - 1(x) -+ L, (F(z)  .A: — F'(h) * nay)
F(n) - (n — .ax)

Ix+n =

B. Supéngase la condicién adicional F’(¢#) = c¢ - F (), entonces:

Ly FO) = a,-FO) - 1(x) + cF® - L, (A, — nax)
F(I’l) (n - nax)

I(x + n) =
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C. Suponga el caso especial de poblacién estable: F(t) = K e,

an - emm/2 — nlx l(x) + re—m/% . an (nax - ﬂAX)
Ix + n) =

e ™2 (n — ,a)

D. Considere los siguientes tres casos particulares derivados de (C.):

(D.1) Cuando r = 0y ,4, = n/2, entonces:
wls — o0, 1(x)
Ix +n) =
n — .4,
(D.2) Cuando r = 0 y ,a, = n/2, entonces:
2 ,L.—n-1lx)
Ix + n) = =
n
D.3) Cuando r # 0V .4, = n/2, entonces:

2L e = (x)

n.e—m

I(x + n) =
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