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INTRODUCCION

UNO DE LOS PROBLEMAS PRINCIPALES en el disefio de muestras para in-
vestigacién en poblaciones finitas es la determinacién del tamafo de
muestra —es decir, el niimero de unidades que debe seleccionarse—
para que ésta alcance un nivel de “representatividad” deseado. El con-
cepto mismo de “representatividad” tiene acepciones diferentes, aun-
que para el estadistico profesional no existe realmente problema en
este sentido cuando el propdsito de la investigacién por muestreo
se refiere a una sola caracteristica, cualitativa o cuantitativa, de los
elementos de la poblacién: en este caso, la teoria de las distribuciones
en el muestreo arroja suficiente luz sobre la situacién como para no
dejar dudas al respecto. Asi, por ejemplo, si se tratara de estudiar,
digamos, la estructura de edades en una poblacién dada, el disefio de
la muestra tendria que hacerse a partir de una consideracién de la
variabilidad de la caracteristica “edad” en los elementos de la pobla-
cién, y el tamafio de muestra se determinaria, en esencia, en térmi-
nos de la variabilidad esperada de dicha caracteristica dentro de la
muestra.

Sin embargo, una investigacién por muestireo se realiza general-
mente para estudiar de manera simultdnea varias caracteristicas en
los elementos de 1a poblacién, y entonces la idea de representatividad
de la muestra es mas dificil de definir, ya que el comportamiento
particular (o “marginal”, para usar la terminologia convencional) de
cada caracteristica suele ser diferente al de las demas, de manera
que tendria que atenderse al mismo tiempo a todas ellas para fijar
el tamafio adecuado de la muestra. En una encuesta en que se pre-
tendiera estudiar a la vez, por ejemplo, la edad, el ingreso personal
y el tamaifio de la familia, se obtendrian diferentes tamafios de mues-
tra segin que ésta se diseflara atendiendo a la distribucién, en la
poblacién, de las edades, los ingresos o el nimero: de miembros en
la familia, y evidentemente la solucién no es tomar el tamafio de mues-
tra mas desfavorable, segtiin puede concluirse de una breve reflexién
sobre el concepto de distribucién conjunta de las caracteristicas con-
sideradas. ,

Desde un punto de vista general, el problema es muy complicado,
y su solucién requeriria de una teoria estadistica de distribuciones en
varias dimensiones, que desgraciadamente no existe atin mas que para
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casos particulares de escaso interés en las ciencias sociales. En esta
nota enfocaremos el problema en forma simplificada y propondremos
una solucién de indole practica que ha sido utilizada en diversos es-
tudios hechos en El Colegio de México.

I. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Supondremos que se trata de obtener, mediante una muestra ex-
traida al azar (esto se refiere a la naturaleza probabilistica de la se-
leccién, y no al disefic mismo, que puede ser estratificado, poli-
etapico, etc.), informacién respecto de k caracteristicas definidas en
cada uno de los elementos de una poblacién de tamafio T. Con cada
uno de dichos elementos esta asociado, entonces, un vector xr = (x;,

X,y x;), donde la componente j-ésima, es decir, x; , es el valor (o
atributo) que toma la caracteristica j-ésima en el elemento r-ésimo
de la poblacién.

Ordinariamente estd uno interesado en hacer estimaciones, a partir

de la muestra, sobre los valores totales § x]’_, o los promedios %x]’_/T,

de la j-ésima caracteristica, si ésta es de naturaleza numérica, o bien
sobre las distribuciones (ya sean en proporciones o en totales) en
cada una de las categorias posibles, cuando se trata de un caricter
cualitativo. En estudios de indole econdémica o socioldgica es frecuente,
ademads, intentar alguna estimacién sobre las relaciones que guardan
entre si las diversas variables definidas en la poblacién; asi, por ejem-
plo, podria interesar el comportamiento de la variable “ingreso” en
relacién con el de la variable “edad”, o alguna otra combinacién ana-
loga entre las diversas variables.

Limitaremos nuestra atencién al caso en que ¢l conjunto de valores
que puede tomar cada caracteristica numérica, asi como el niimero de
categorias de cada carécter cualitativo, son finitos, y designaremos
con m; el nimero de valores o categorias, segtn el caso, correspon-
diente a la caracteristica j-ésima. De acuerdo con lo anterior, puede
considerarse que existe una clasificacién en M = m,m, ... my, clases,
o celdas, de manera que cada elemento de la poblacién pertenece a
exactamente una de dichas clases (aunque, desde luego, habra. casi
siempre un cierto nimero de celdas vacias). Para ilustrar este: con-
cepto, volvamos al ejemplo mencionado antes, en que se conside-
raban 3 caracteristicas (esto es, k = 3), a saber, edad, ingreso y ta-
mafio de familia. Si suponemos; por simplicidad, que se toman en
cuenta sélo las edades de 21 a 65, en grupos de 5, tenemos ¢, = 9; si
tomamos 5 clases de ingresos, resultard i, = 5, y, finalmente; de 1
a 14 miembros en la familia, habra m,; = 14; entonces, M =9 X 5 X
14 = 630.  Cada elemento de la poblacién pertenece asi a una de las
630 celdas que se han definido, aun cuando no todas ellas necesaria-
mente contienen a algiin miembro de la poblacién.

Supongamos ahora que una investigacién por muestreo esté en-
focada al estudio de las k variables definidas en cada elemento, y
que, como es lo usual, se intente no solamente el analisis por separado,
o sea, marginal, de cada una de ellas, sino que interese -también ob-
tener informacidén sobre el comportamiento conjunto de dos, o mas
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de las k variables. Entonces, es importante garantizar que, al efectuar-
se la seleccién de la muestra, cada una de las celdas que sean de sig-
nificacién para el analisis quede adecuadamente representada en ella,
esto es, que contenga una proporcién adecuada de elementos respecto
de los que dicha celda tiene en la poblacién total.

Veremos a continuacién el modelo probabilistico aplicable a esta
situacién, a fin de poder plantear formalmente el problema.

II. MODELO PROBABILISTICO PARA EL PROBLEMA

Podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que la muestra se
va a extraer sin reemplazo y mediante un esquema de aleatoriedad
completa, es decir, asignando a cada elemento la misma probabilidad
de seleccién. Podemos numerar arbitrariamente las M celdas en que
se ha clasificado a los elementos de la poblacién, del 1 al M, y definir
las probabilidades p; = prob (un elemento extraido al azar pertenece
a la i-ésima celda), para i = 1,2,..., M. Bajo las suposiciones hechas
arriba, cada p; es simplemente la proporcién de la poblacién que per-
tenece a la celda respectiva a la poblacién total, de modo que, si
designamos con A; estos valores, tenemos p; = A;/Z A;, y claramente
X A; =T, el total de elementos en la poblacién.

Supongamos que se extrae una muestra de tamafio N y que el nii-
merc de elementos que caen en la i-ésima celda es n;, para i =1,
2,..., M, de manera que, por hipédtesis, X n; = N. Evidentemente las #;
son variables aleatorias, y es un resultado conocido de la teoria de la
probabilidad que la distribucién conjunta de dichas variables es la lla-
mada hipergeométrica, esto es, se tiene que

(2) (%) (&)

prob (ny = ¢y, Ny = Cy, ..., Ny =Cy) = s
(A1 + A+ ... +AM)
N S

donde ¢4, ¢s,...,Cy son constantes enteras no negativas que satisfa-

cency +C,+ ...+ cy=N.

Podemos ahora establecer un conjunto de condiciones que debe
cumplir cada uno de los nimeros n; que resultan en cada celda al
extraer la muestra. Estas condiciones las fija, por supuesto, el inves-
tigador en términos de las necesidades de informacién que requiera
en cada celda, y generalmente pueden establecerse mediante la co-
leccién de desigualdades

n = dy, ng = dy, ...,y = dy,

donde, de nuevo, las d; son constantes no negativas arbitrarias. En
otras palabras, se estd pidiendo que el total que aparece, dentro de la
muestra, en la celda i-ésima, sea no menor que un cierto niimero d;
que puede ser fijado de modo arbitrario. Naturalmente, la naturaleza
aleatoria del experimento no permite asegurar que se cumplira lo an-
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terior, pero se puede, en cambio, prescribir una probabilidad minima
de que suceda, y la magnitud de dicha probabilidad, que en general
dependera del tamafio de la muestra (y, por supuesto, de las d;), sera
una medida de la bondad esperada de la muestra para los fines del
investigador.

En las condiciones anteriores, el problema puede plantearse de la
siguiente manera: determinar un nimero N tal que se satisfaga la des-
igualdad

prob (ny = dy, ng = ds, ..., 0y = dy) = g, (1)

donde g es un nimero positivo y menor que 1, que se fija arbitraria-
mente en atencién a las necesidades de la investigacién: un valor pe-
quefio de g dara lugar a una N relativamente pequefia, pero que quiza
no garantizara debidamente que las celdas queden representadas en la
muestra, en tanto que una g demasiado grande, si bien tal vez satis-
fard esta ultima condicién, llevara con seguridad a un tamafio de
muestra excesivamente alto.

En todo caso, el problema es esencialmente de calculo, pues la des-
igualdad (1) es equivalente a

(2)(2) (%)

T >gq, (2)
c=d, (A1+AQ+...+AM)
i=1,...,. M N

de donde habria que determinar la (minima) N que la satisface. No es
exagerado afirmar que la unica forma viable de abordar este problema
es a través de aproximaciones sucesivas, probando diferentes valores
de N, pero aun esto presenta serias dificultades en la evaluacién numé-
rica de la suma multiple que aparece en (2), como puede verificarse
con sélo intentar el desarrollo de un procedimiento de calculo para
efectuar las operaciones indicadas.

En la siguiente seccién presentaremos un método aproximado para
evaluar la suma que aparece en (2) de manera eficiente.

ITI. METODO PROPUESTO PARA LA SOLUCIGN

Existe la posibilidad de simplificar notablemente el esfuerzo de
célculo en el problema que hemos planteado recurriendo a las llama-
das desigualdades de Bownferroni! combinadas con resultados poste-
riores obtenidos por Mallows.2 Describiremos a continuacién en qué
consisten dichos resultados, y su aplicacién a nuestro problema.

1 Véase, por ejemplo, W. Feller, Introduction to Probability Theory, Vol. 1,
Nueva York, John Wiley & Sons, 1957, p. 100.

2 C. L. Mallows, “An inequality involving multinomial coefficients”, Biometrika,
55, 1968, pp. 422-424.
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Designemos con E; el evento #; = d;, y con F; su complemento,
para i =1,2,..., M. Entonces, se cumple que

o
prob(Fi Fo ... UFy) = z—2=1 prob (F;), 3)

donde el simbolo ( , denota la operacién de unidén entre dos eventos.
Este es un resultado elemental (conocido como desigualdad de Boole)
en la teoria de la probabilidad, y puede establecerse facilmente por
induccién matemética.

Por otra parte, extendiendo las desigualdades de Bonferroni (de
las cuales la férmula (3) puede verse como un caso particular), Mallows
(op. cit.) obtuvo que

.M
prob (E;NEx N ... NEy)=1II prob (E;), 4)
=1

donde (M denota, como es usual, la operacién de interseccién entre
dos eventos, y II es el simbolo convencional para indicar el produc-
to de los factores indicados.

Ahora bien, aplicando una de las conocidas leyes de de Morgan al
lado izquierdo de (3) obtenemos

pr‘ob(F]_UEzU ...UFM):l—prob(FlmE,zm... mEM)’
de donde resulta que

M
prob (E;VE, (N ... NEy)=1— 3 prob (F,),
i=1
y combinando este tltimo resultado con (4) tenemos, finalmente,

M M
1— X prob (F)) = prob (E; VE; (... OVEy) = 11 prob (E;). (5)

=1 i=1

Notemos que la expresiéon prob (E;NE; (... NEy) es justa-
mente igual a la suma multiple que aparece en (2), y el resultado (5)
nos da una cota inferior y otra superior para dicha suma, y ambas
cotas aparecen sélo en términos de las probabilidades marginales
correspondientes prob (E;) y prob (F;), que son, por supuesto, com-
plemento una de la otra, y féciles de calcular. En efecto, tenemos

prob (E;) = prob (n;>d,)

(7) G=7)

- 3 , (6)

o ()
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y esta suma presenta problemas de poca importancia en comparacién
con la que aparece en (2). Por otra parte, cuando las A4; son grandes
puede verificarse que cada uno de los términos hipergeométricos es
virtualmente igual al correspondiente en la distribucién binomial de
parametros (n, A;/T), y puede entonces usarse esta Ultima o bien la
aproximaciéon normal respectiva para evaluar la suma sin pérdida
apreciable de precisién en los célculos.

En la siguiente seccién aplicaremos estos resultados a un ejem-
plo concreto para ilustrar su utilizacién en la practica.

IV. UN EJEMPLO DE LA APLICACION DEL METODO

Considérese el problema de extraer una muestra aleatoria de la
poblacién del Distrito Federal, con el propdsito de tener representa-
das las siguientes caracteristicas simultaneamente: sexo, edad, sector
de ocupacidn, condicién migratoria y tamafio de la localidad de resi-
dencia (dentro del Distrito Federal hay localidades urbanas y rurales).
Si tomamos 2 categorias de sexo, 9 grupos de edad, 5 sectores de
ocupacién, 2 condiciones migratorias (esto es, migrantes y no mi-
grantes) vy 3 tamafios de localidad de residencia (a saber, 1-2500,
2501-20 000, y 20000 en adelante), tenemos un total de 540 celdas, y
se trata, entonces, de determinar un tamafo de muestra que garantice
una representatividad adecuada de las mismas dentro de la muestra.

Puede observarse, a priori, que un problema de esta indole va a
requerir de una muestra muy grande, en virtud del alto nivel de de-
talle que se estipula. Debe aclararse que el disefio que se propone
como ejemplo fue originalmente planteado para extraer la muestra
directamente de la informacién censal respectiva, de modo que el
tamafio total de la poblacién T es de alrededor de 7 millones. En este
caso, la utilizacién de equipo moderno de computacién permite al-
macenar y manejar voliimenes considerables de informacién, de
manera que el tamafio de la muestra puede ser muy grande sin que
ello ocasione dificultades para la investigacién.

El marco muestral utilizado para el ejemplo fue la informacién
del Censo de Poblacién de 1960, de donde se obtuvieron estimacio-
nes para los valores A; correspondientes a cada celda, y con base en
ellos se efectuaron los célculos para determinar el tamafio de mues-
tra que serfa necesario extraer del Censo de 1970 a fin de lograr la
representacién deseada en cada una de las 540 celdas definidas ante-
riormente.

Las sumas (6) se calcularon utilizando la aproximacién normal
a la distribucién hipergeométrica, de manera que tomamos

0
1
prob (E;) =\/—2::rc J' e—¥*/s d}_” (7)
a‘i
donde a; = (d, — N A4/T — 05)/V(NA,/T) (1 ~ NAJT), y se conside-

raron diversas posibilidades para las d;, de las cuales mencionamos
dos a continuacién:
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a) Se requiere que la muestra contenga, en la celda i-ésima, el
minimo de las cantidades (50, 0.02 X 4;), en el caso en que dicha
celda contenga al menos 300 individuos en el Censo de 1960. Si
la celda tenia entonces menos de 300, no se le impone condicién
alguna.

b) Se requiere lo mismo que en a) para las celdas que en 1960
tenian al menos 300, y ademas el 8 % del total si éste era inferior a
300 en 1960.

Notamos que la condiciéon ) es mucho mas restrictiva que la a),
y esto se refleja, como era de esperar, en el tamaiio de la muestra.

Los calculos necesarios se efectuaron en la computadora B-5500
del Centro de Calculo de la Universidad Nacional Auténoma de M¢é-
xico, y los resultados se presentan en las graficas 1 y 2, donde
aparecen los tamafios de muestra correspondientes a diferentes pro-
babilidades de garantizar las condiciones a) y b), respectivamen-
te. Es interesante observar la eficiencia de las cotas propuestas
en este trabajo, pues a partir de aproximadamente 0.8 se ve que de
hecho coinciden en los dos casos presentados. Como dato comple-
mentario puede mencionarse que los calculos para construir cada
una de las graficas requirieron de un promedio de 7 segundos en el
referido equipo de cémputo.
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