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Se aplica un modelo de migración humana al estudio de crecimiento de población en las 
tres ciudades aglomeradas en la región Lagunera de México. Se introducen tres tipos de 
funciones de utilidad para distintos grupos de población, y se investiga un equilibrio 
con variaciones conjeturales. Los experimentos numéricos basados en datos de las tres 
ciudades muestran la fuerte influencia de los coeficientes de variaciones conjeturales 
sobre la actividad migratoria esperada.
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functions for various groups of population are proposed, and a conjectural variations 
equilibrium is investigated. Numerical experiments demonstrate the strong influence of 
conjectural coefficients upon the expected migration activity.

Keywords: human migration model, conjectural variations equili-
brium.

Introducción

los modelos de migración humana despertaron gran interés entre los 
investigadores de operaciones en los años noventa del siglo pasado 
(véase Nagurney, 1990: 79-88; Nagurney et al., 1992: 262-274 y Nagurney, 
1999, entre otros). la mayoría de los artículos y libros al respecto de-
sarrollan condiciones que garantizan la existencia y unicidad de equi-
librio en los modelos propuestos. por ejemplo, los trabajos del grupo 
de Anna Nagurney examinan las diversas formas del equilibrio de Nash 
conforme a una suposición de competencia perfecta, es decir, cada 
grupo de la población descuida la posible influencia de la migración 
sobre el nivel de vida en el lugar de destino.

En los trabajos realizados por Bulavsky y Kalashnikov (1994: 
129-138; 1995: 164-176) e Isac,  Bulavsky y Kalashnikov (2002) y Fi-
guières et al., (2004) se introdujo una nueva gama de equilibrios con 
variaciones conjeturales (CvE) y se investigó que los coeficientes de 
influencia de cada agente afectaban la estructura del equilibrio de 
Nash. En particular se conjeturaron unos factores de influencia cons-
tantes en el modelo de migración humano examinado por Isac, Bula-
vsky y Kalashnikov (2002). Más precisamente, los grupos de migración 
potenciales no sólo estaban teniendo en cuenta la diferencia actual 
entre los valores de función de utilidad al destino y en la localización 
original, sino también las posibles variaciones en los valores de utilidad 
implicados en el cambio de volumen de la población debido al flujo 
de migración. Entonces, se consideraba que no había competencia 
perfecta sino un modelo del equilibrio generalizado de tipo Cournot 
con coeficientes de influencia diferentes de 1, en contraste con el 
equilibrio clásico de Cournot en que los coeficientes son iguales a 1.

En este trabajo extendemos al último modelo el caso en que los 
coeficientes de las variaciones conjeturales no sólo pueden ser cons-
tantes, sino también unas funciones (continuamente diferenciables) 
de la población total al destino y del fragmento del grupo en él. Es 
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más, permitimos estas funciones para tomar valores distintos a la loca-
lidad abandonada y al destino. Como una comprobación experimental 
del modelo propuesto, proponemos una forma específica de éste ba-
sado en datos relevantes de la población de las tres ciudades aglome-
radas al límite de dos estados mexicanos: Durango y Coahuila. Consi-
deramos la dinámica de crecimiento de la población 1980-2000 en las 
tres ciudades: Torreón (Coah.), Gómez palacio (Dgo.) y lerdo (Dgo.) 
y deducimos experimentalmente las funciones de utilidad para cada 
una de ellas. Tras reunir información sobre los costos promedio de 
movimiento y transporte (es decir, migración) para cada par de ciuda-
des aplicamos el modelo de migración humana. Se realizaron experi-
mentos numéricos con resultados interesantes acerca de los probables 
estados de equilibrio revelados.

El artículo está organizado como sigue: en la sección 1 se describe 
el modelo de migración humana examinado y se introduce la anotación 
apropiada. la sección 2 se dedica a la definición del equilibrio con las 
variaciones conjeturales en el modelo en cuestión. En la sección 3 
presentamos algunos resultados respecto a la existencia y unicidad del 
equilibrio en cuestión. En la sección 4 se consideran varios ejemplos 
numéricos de equilibrio determinados para el modelo de migración 
humana sobre las tres localidades mencionadas. En la sección 5 se 
presenta la conclusión.

El modelo

De manera similar a la empleada por Isac, Bulavsky y Kalashnikov 
(2002) se considera una economía cerrada con:

n  localizaciones, denotadas por i,

J  clases de población, denotadas por k,

Qi
k  población fija inicial de la clase k en la localidad i

Qi
k  población de la clase k en la localidad i en el equilibrio

cij  costo de migración de la localidad i a la localidad j

sij
k  flujo de migración de la clase k del origen i al destino j

Se supone que el costo de la migración no sólo refleja el costo del 
movimiento físico sino también el costo personal y psicológico que 
pagan quienes se mueven entre las localidades.
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Al contrario del modelo de migración humana descrito por Isac, 
Bulavsky y Kalashnikov (2002), el valor ui

k de la utilidad (lo atractivo 
de la localidad i percibido por la clase k) depende de la población al 
destino Qi

k , es decir, u = u(Q).
las ecuaciones de conservación de flujo para cada clase k y cada 

localidad i se dan como sigue:

 Q Q s s i ni
k

i

k

li
k

l i
il
k

l i

= + − =
≠ ≠
∑ ∑ , , ..., ;1 k J=1, , ,…  [1.1]

y la suposición de que no haya ninguna migración repetida se escribe 
como las desigualdades

 s Q i nil
k

l i
i

k

≠
∑ ≤ =, , ..., ,1  [1.2]

con s k J l iil
k ≥ ∀ = ≠0 1, ,..., ; .  Denote el conjunto factible del problema 

por

 K Q s s Q s= ( ) ≥{ ( ), , ,y0  satisfacen a [1.1], [1.2]}

En la ecuación [1.1] la población a la localidad i de la clase k está 
determinada por la población inicial de la clase k en la localidad i más 
el flujo de migración en i de esa clase menos el flujo de migración 
fuera de i para esa clase. En la ecuación [1.2] el flujo fuera de i por la 
clase k no puede exceder la población inicial de la clase k a i si no se 
permite ninguna migración repetida.

Supóngase que los emigrantes potenciales son racionales y que esa 
migración continuará hasta que ningún individuo tenga incentivos 
para moverse, puesto que una decisión unilateral ya no rendirá una 
ganancia neta positiva (la ganancia en la utilidad esperada menos el 
costo de migración).

Además, al modelo de migración humana de Isac, Bulavsky y Ka-
lashnikov (2002) le agregamos los conceptos siguientes.

permita que wij
k+ ≥ 0  sea un coeficiente de influencia tomado en 

cuenta por un individuo de la clase k que mueve de i a j. Este coefi-
ciente es definido al asumir que después del movimiento de individuos 
en la cantidad sij

k  de la clase k de la localidad i a la localidad j, la po-
blación total de la clase k a j será igual a:
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Q w sj

k

ij
k

ij
k+ + .

por otro lado, permita que wij
k− ≥ 0  sea un coeficiente de influen-

cia conjeturado por un individuo de la clase k que se mueve de la lo-
calidad i a la localidad j, determinado por la asunción de que después 
del movimiento de individuos en la cantidad sij

k  la población total de 
la clase k en la localidad i permanecerá igual a

 Q w si

k

ij
k

ij
k− − .

Aceptamos las suposiciones siguientes acerca de las funciones de 
utilidad y las variaciones esperadas de los valores de utilidad:

A1. la utilidad u u Qi
k

i
k

i
k= ( ) es una función continuamente dife-

renciable que disminuye en forma regular para todos i n=1, , ;…
k J=1, , .…

A2. Cada persona de la clase k, al considerar su posibilidad de 
mudarse de la localidad i a la localidad j no sólo tiene en cuenta la 
diferencia en el valor de utilidad de la localidad inicial y del destino, 
sino también el incremento esperado (negativo) del valor de la función 
de utilidad a j

 s w
du

dQij
k

ij
k j

k

j
k

+

y el incremento esperado (positivo) del valor de la utilidad en localidad i

 
− −s w

du
dQij

k
ij
k i

k

i
k

La definición de un equilibrio

Un vector factible de las poblaciones y de los flujos Q s K* *,( )∈  es un 
equilibrio, si para cada clase k = 1,…, J, y para cada par de localidades 
i,j =1,...n; i ≠ j se cumplen las relaciones siguientes:
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   [2.1]

y

 li
k

ij
k

i
k

j i

ij
k

s Q

s

≥ =

=
≠
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0

, ;

,

*si

si ** .<




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
 ≠
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k

j i

  [2.2]

A3. Asumimos que los coeficientes de influencia son funciones 
que dependen de la población final de la localidad en cuestión (el 
destino para los coeficientes wij

k+ , y la localidad inicial para los coefi-
cientes wij

k− ) y del flujo de migración de la localidad i a la localidad j, 
satisfaciendo las condiciones siguientes:

 s w Q s s Qij
k

ij
k

j
k

ij
k

ij
k

ij
k

ij
k

j
k+ + +( )= +, α σ

y

  s w Q s s Qij
k

ij
k

i
k

ij
k

ij
k

ij
k

ij
k

i
k− − −( )= +, α σ

donde

 α σ α σij
k

ij
k

ij
k

ij
k± ± ± ±≥ ≥ + ≤0 0 1, , .

Conforme a la suposición A3, las condiciones [2.1] se reducen a:

  [2.3]

u s w
du
dQ

Q c
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Ahora supóngase que la función de utilidad asociada con una lo-
calidad particular y con una clase puede depender de la población de 
cada clase y en cada localidad, es decir, compóngase una función-
vector u = u(Q). También se supone que el costo asociado con la mi-
gración entre dos localidades percibido por una clase particular puede 
depender, en general, del flujo de cada clase entre cada par de locali-
dades, es decir componga una función-vector c = c(s). Finalmente, 
permítanos componer una función-vector auxiliar d(Q,s) del tamaño 
apropiado con los componentes siguientes:

 d Q s d Q s k Jk
ij
k

i j i j

n
, , , , , ,

, ;
( )= ( )( ) =

= ≠1
1…

donde

 d Q s s
u
Q

Q
u
Qij

k
ij
k

ij
k i

k

i
k ij

k
i
k i

k

i

,( )= ∂
∂

+
∂
∂

− −α σ kk ij
k

ij
k j

k

j
k ij

k
j
k j

k

j
ks

u

Q
Q

u

Q
+

∂

∂
+

∂

∂
+ + +α σ .

La existencia y unicidad del equilibrio

Ahora estamos en la posibilidad de formular el resultado siguiente.
Teorema 3.1 (Kalashnikov y Kalashnykova, 2006). Un patrón de 

poblaciones y flujos de migración Q s K* *,( )∈  satisface las condiciones de equi-
librio [2.1] y [2.2] si, y solamente si él mismo resuelve el siguiente problema de 
desigualdad variacional:

   [3.1]

la existencia de una solución de la desigualdad variacional [3.1] 
sigue la teoría general de tales desigualdades, bajo la única suposición 
de la diferenciabilidad continua de las funciones de utilidad u y la 
continuidad de las funciones del costo de migración c, porque el con-
junto factible K es compacto y convexo (véase, por ejemplo, Kinderle-
hrer y Stampacchia, 1980).

la unicidad del patrón de las poblaciones y flujos migratorios en 
equilibrio (Q*, s*) puede ser deducida al suponer que el operador 
compuesto

 − ( )
( )− ( )










×× × × −u Q

c s d Q s
R RJ n J n n

,
: 1(( ) × × × −( )→ ×R RJ n J n n 1 ,

〈− ( ) − 〉+〈 ( )− ( ) − 〉≥ ∀(u Q Q Q c s d Q s s s Q s* * * * * *, , , , ,0 ))∈K .
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sea estrictamente monótono sobre el conjunto factible K, es decir:

 − ( )
( )− ( )












−
− (u Q

c s d Q s

u Q1

1 1 1

2

,

))
( )− ( )













−

−c s d Q s

Q Q

s s2 2 2

1 2

1,
,

22

1

1

2

0










> ∀











≠,

Q

s

Q

s 22











,

o sea,

 − − − + − − −u Q u Q Q Q c s c s s s( ) ( ), ( ) ( ),1 2 1 2 1 2 1 2

 d Q s d Q s s s( , ) ( , ),1 1 2 2 1 2 0− − >   [3.2]

Esto último es una consecuencia inmediata del siguiente resultado 
clásico de la teoría de desigualdades variacionales (véase, por ejemplo, 
Kinderlehrer y Stampacchia, 1980):

Teorema 3.2. Considérese una desigualdad variacional: Hallar un 
y K R m* ∈ ⊂  tal que

 F y y y y K* *, , .( ) − ≥ ∀ ∈0   [3.3]

Si el operador F R Rm m: →  es estrictamente monótono, o sea,

 F y F y y y y y1 2 1 2 1 20( )− ( ) − > ∀ ≠, , ,

entonces la desigualdad variacional [3.3] no puede tener más que una solu-
ción.

Considérese una suposición adicional:
A4. los coeficientes σij

k±  satisfacen a las siguientes condiciones:

 σ σ σij
k

ji
k

i
k i n j i− += = = ≠, , , ; .1…   [3.4]

Cabe anotar que conforme a las suposiciones A3 – A4, se puede 
relajar la condición de monotonía [3.2] y reemplazarla por una con-
dición un poco más general que demanda la monotonía estricta de las 
dos funciones siguientes:

 T Q u Q d QQ( )=− ( )− ( ) respecto a Q,
y

 G Q s c s d Q ss, ,( )= ( )− ( )  respecto a s, para todo valor fijo de Q;
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aquí,

 d Q
u
Q

i n k JQ
k

i i
k

i
k i

k

i
k( ) = ∂

∂
= =σ , , , ; , , ;1 1… …   [3.5]

y

   [3.6]

En la forma matemática se representan estas dos condiciones como 
sigue:

 
T Q T Q Q Q u Q u Q Q Q

d QQ

1 2 1 2 1 2 1 2

1

( )− ( ) − =− ( )− ( ) − −

( )
, ,

−− ( ) − > ∀ ≠d Q Q Q Q QQ
1 1 2 1 20, , ;

  [3.7]

 

G Q s G Q s s s

c s d Q s c ss

, , ,

,

1 2 1 2

1 1 2

( )− ( ) − =

( )− ( )− ( )+dd Q s s s

Q s Q s K s s

s , , ,

, , , ,

2 1 2

1 2 1 2

0( ) − >

∀( ) ( )∈ ≠ ..

   [3.8]

primero vamos a establecer el siguiente resultado de equivalencia:
Teorema 3.3. Bajo las suposiciones A1 – A4, un patrón de población y 

flujos de migración Q s K* *,( )∈  satisface a las condiciones de equilibrio [2.2] 
y [2.3] si, y solamente si resuelve el problema de desigualdad variacional:

 〈 ( ) − 〉+〈 ( ) − 〉≥ ∀( )∈T Q Q Q G Q s s s Q s K* * * * *, , , , , .0   [3.9]

Demostración. Se puede ver la demostración en el artículo de Kalashnikov 
et al., publicado en 2006.

Se dan condiciones de unicidad en el siguiente teorema (véase 
(Kalashnikov et al., 2006): 

Teorema 3.4. Si las condiciones [3.7] y [3.8] se cumplen y las funciones 
de utilidad u u Qi

k
i
k= ( )  son lineales, o sea

 u Q b a Q i n k Ji
k

i
k

j
k

j
j

n

( )= + = =
=
∑ , , , ; , , ,1 1

1

… …  [3.10]

entonces el problema de desigualdad variacional [3.9] no puede tener más que 
una solución.
Demostración (véase Kalashnikov et al., 2006).

d s
u
Q

s
u

Qs
k

ij ij
k

ij
k i

k

i
k ij

k
ij
k j

k

j
k( ) = ∂

∂
+

∂

∂
− +α α ,, , , , ; ; , , .i j n i j k J= ≠ =1 1… …
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Nota 3.1. En el caso de las funciones de utilidad generales (no necesa-
riamente lineales) se puede garantizar que si la distribución de pobla-
ción equilibrada Q* está determinada únicamente, lo mismo es válido 
para el patrón de flujos equilibrados s* (véase Kalashnikov et al., 
2006).

Los ejemplos de equilibrio en el modelo de migración humana 
aplicado a Torreón, Gómez Palacio y Lerdo

para realizar experimentos numéricos con el modelo de migración 
humano antes dicho consideramos tres localidades distintas i=1,2 y 3, 
para una única clase k, con una población Q i. Cada habitante percibe 
un valor de ui de utilidad en cada localidad i, y el costo de ser movido 
de i a j, denotado por cij. Como base de nuestra investigación, seleccio-
namos tres ciudades reales: Torreón, Coahuila (i=1), Gómez palacio, 
Durango (i=2), y lerdo, Durango (i=3). Estas tres ciudades forman 
un aglomerado con un transporte bien desarrollado y redes de comu-
nicación. para introducir funciones de utilidad para cada ciudad, ha-
cemos uso del esquema siguiente.

Asumiendo que 
du Q t

dt
a

( )( )
= , llegamos a la fórmula:

 
du
dQ

a
dQ dt

= .   [4.1]

la función Q(t), que refleja el crecimiento de la población con el 
paso del tiempo, se obtiene aproximadamente en una de las formas 
siguientes.

Suponiendo que Q(t)= A + Bt (función lineal) y haciendo uso de 
[4.1] con a = –1, llegamos a la ecuación diferencial que sigue:

 
du
dQ B
=−

1
.   [4.2]

Su solución general permite u Q C
Q
B

( )= −  aceptar tal utilidad 

lineal para cada una de las tres ciudades mencionadas. Como valor del 
parámetro C, seleccionamos el costo promedio (en decenas de miles 
de pesos mexicanos) de una casa con dos dormitorios ubicada en la 
localidad correspondiente, aceptando que el valor del parámetro B 
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esté determinado para cada ciudad por el procedimiento de los mínimos 
cuadrados aplicado a los datos de crecimiento de la población durante 
el periodo 1980-2000. Basados en estos cálculos, proponemos las si-
guientes funciones de utilidad para los experimentos numéricos:

 

u Q
Q

u Q
Q

u

1

2

25 0
8635 4337

22 5
4795 51

( )= −

( )= −

.
.

;

.
.

;

33 16 0
2015 295

Q
Q( )= −










.

.
.

 [4.3]

Supóngase que la población inicial de obreros de la construcción 
(el grupo 1, y el único en nuestros ejemplos numéricos) junto con sus 
familias sea en cada localidad: Q1 =105000, Q2 =55000, Q3 = 23000; 
los costos de movimiento de una localidad a otra (en miles de pesos 
mexicanos) serán: c12 = 1.6; c13 = 1.6; c21 = 1.6; c23 = 1.0; c31 = 1.6; c32 = 1.0;

las condiciones de equilibrio [2.1] y [2.2] pueden reescribirse 
como los problemas de complementariedad siguientes:

 
 
 
   [4.9]

Ejemplo 4.1. Recordemos que para cada ciudad usamos la función de 
utilidad definida por [4.3]:

 

u Q
Q

u Q
Q

u

1

2

25 0
8635 4337

22 5
4795 51

( ) = −

( ) = −

.
.

;

.
.

;

33 16 0
2015 295

Q
Q( ) = −.

.
.

Considerando wij
− = 0 0.  y wij

+ ≥ 0 0. , escribimos el problema [4.9] 
en la forma siguiente:

   

ψij ≡ ui + cij −u j − sijwij
− dui

dQi

− sijwij
+ dui

dQ j

+ λi ≥ 0,    sij ≥ 0,  y ψij sij = 0; 

ζi ≡Qi − si�
�≠i
∑ ≥ 0,        λi ≥ 0,    y  ζi λi = 0.

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪
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l ζ l ζ

l ζ
1 1 12 13 1 1

2 2

0 105000 0 0

0 55

≥ ≡ − − ≥ ⋅ =

≥ ≡

, , ;

,

s s

0000 0 0

0 23000
21 23 2 2

3 3 31 3

− − ≥ ⋅ =

≥ ≡ − −

s s

s s

, ;

,

l ζ

l ζ 22 3 30 0≥ ⋅ =, .l ζ

  [4.11]

para resolver el problema [4.10] – [4.11] suponemos que la po-
blación final de cada localidad al alcanzar el equilibrio es dado por la 
población total inicial de la localidad i menos el flujo de migración 
fuera de i, más el flujo de migración en i:

 Q s s s s1 12 13 21 31529512= − − + + ;

 Q s s s s2 21 23 12 32273315= − − + + ;

 Q s s s s3 31 32 13 23112435= − − + + .

Al aceptar la forma general de los coeficientes de influencia como

 w Q s
Q

sij j ij ij ij
j

ij

+ + +( )= +, ,α σ

llegamos a σij
k w w w w w w w= = = = = = =+ + + + + + +0 12 13 21 23 31 32, . Resolvien-

do el problema de complementariedad anterior para varios valores de 
α α α αij ij ij ijw w w w+ + + + + + += = = = = = =1 1 2 1 5; . ; . ; ++ + += = =2; αij w
2 3 2 5. ; .y αij w+ += = obtenemos resultados diferentes. por ejemplo, si 
consideramos el caso del equilibrio de Cournot, esto es, con w wij ij

− += ≡ 0,  
y usamos el software Maple 10, encontramos la solución:

ψ12
1 2

12 122 66
8635 4337 4795 51

1
4795

≡ − + + +.
. .

Q Q
s w

..
, , ;

.
.

51
0 0 0

9 16
8635 4

1 12 12 12

13
1

+ ≥ ≥ ⋅ =

≡ −

l ψ

ψ

s s

Q
3337 2015 295

1
2015 295

03
13 13 1 13+ + + ≥+Q

s w s
. .

,l ≥≥ ⋅ =

≡ − + −

0 0

2 34
8635 4337 479

13 13

21
1 2

, ;

.
.

ψ

ψ

s

Q Q
55 51

1
8635 4337

0 021 21 2 21 21 21. .
, ,+ + ≥ ≥ ⋅+s w s sl ψ ==

≡ − + + +

0

6 66
4795 51 2015 295

1
223

2 3
23 23

;

.
. .

ψ
Q Q

s w
0015 295

0 0 0

8 6

2 23 23 23

31
1

.
, , ;

.

+ ≥ ≥ ⋅ =

≡ − +

l ψ

ψ

s s

Q
88635 4337 2015 295

1
8635 4337

3
31 31 3. . .

− + + ≥+Q
s w l 00 0 0

6 4
4795 51 20

31 31 31

32
2 3

, , ;

.
.

s s

Q Q

≥ ⋅ =

≡ − + −

ψ

ψ
115 295

1
4795 51

0 032 32 3 32 32 32. .
, ,+ + ≥ ≥ ⋅+s w s sl ψ == 0;

[4.10]
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s s s s s s12 13 23 21 31 32483 0 0 0 7231= = = = = =, ; ; , ;

 
l l l1 2 30 0 0= = =, , ,

El flujo insignificante s12 = 483 demuestra que para la mayoría de 
personas que habita en Torreón, la ganancia en el valor de utilidad en 
las otras ciudades no compensa los costos de migración: sólo 483 tra-
bajadores migratorios se mueven de Torreón a Gómez palacio; sin 
embargo casi un tercio del total de los obreros de la construcción deja 
lerdo para ir a Gómez palacio, y se incrementa la población del grupo 
en Gómez palacio a 62 714 personas y se disminuye en lerdo a menos 
de 15 769 personas, es decir

 Q Q Q1 2 3104517 62714 15769= = =, ,

con la población total en Torreón igual a Q1 = 529512 – 483 = 529029; 
en Gómez palacio Q2 = 273315 + 483 + 7231 = 281029 y en lerdo Q3 = 
112435 – 7231 = 105204.

En otro caso, cuando w wij ij
− += =0 0 25, . ,  la solución cambia:

 s s s s s s12 13 23 21 31 32730 0 0 0 6665= = = = = =, ; ; , ;

 l l l1 2 30 0 0= = =, , .

En forma similar, si w wij ij
− += =0 0 50, . ,

 s s s s s s12 13 23 21 31 321168 0 0 463 5= = = = = =, ; ; , 8839;

 l l l1 2 30 0 0= = =, , .

Cuando w wij ij
− += =0 0 75, . , llegamos al resultado siguiente:

 s s s s s s12 13 23 21 31 321525 0 0 1059= = = = = =, ; ; , 55055;

 l l l1 2 30 0 0= = =, , .

luego, si asignamos w wij ij
− += =0 1 0, . ,  llegamos a una solución 

diferente del problema [4.10] – [4.11]:
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s s s s s12 13 21 23 311625 0 0 0 1355= = = = =, , , , ,, ;

, .

s32

1 2 3

4584

0 0

=

= = =l l l

Analizando los resultados anteriores vemos que el flujo de migra-
ción de Torreón a Gómez palacio, así como de lerdo a Gómez palacio, 
crece junto con el valor del coeficiente de influencia wij

+ , mientras que 
el flujo de lerdo a Torreón disminuye. El flujo de migración global de 
lerdo también baja. Todos estos resultados se deben a que los traba-
jadores migratorios potenciales son menos precavidos al moverse a 
Gómez palacio, cuya población total es inferior a la de Torreón.

Si continuamos aumentando el valor de coeficiente de influencia 
wij
+ ,  obtenemos los resultados siguientes:

 (i) para  w wij ij
− += =0 1 2, . , llegamos a:

 
s s s s s12 13 21 23 311636 0 0 0 1498= = = = =, , , , ,, ;

, ;

s32

1 2 3

4307

0 0

=

= = =l l l

 (ii) si w wij ij
− += =0 1 5, . ,  llegamos a:

 
s s s s s12 13 21 23 311606 0 0 0 1631= = = = =, , , , ,, ;

, ;

s32

1 2 3

3983

0 0

=

= = =l l l

 (iii) cuando w wij ij
− += =0 2 0, . ,  los rendimientos del experimento:

 
s s s s s12 13 21 23 311510 0 0 0 1743= = = = =, , , , ,, ;

, ;

s32

1 2 3

3581

0 0

=

= = =l l l

 (iv) para w wij ij
− += =0 2 3, . ,  el resultado obtenido es:

 
s s s s s12 13 21 23 31446 0 0 0= = = =, , , , 11 32

1 2 3

1773 3390

0 0

= =

= = =

, ;

, ;

s

l l l

 (v) por fin, si asignamos que w wij ij
− += =0 2 5, . ,  llegamos a la siguien-

te solución del problema [4.10] – [4.11]:

 s s s s s12 13 21 23 311404 0 0 0 1784= = = = =, , , , ,, ;

, .

s32

1 2 3

3278

0 0

=

= = =l l l
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Es interesante notar primeramente que el flujo de Torreón conti-
núa siendo creciente hasta que w wij ij

− += =0 1 2, . .  Este aumento puede 
ser explicado por el hecho de que los trabajadores migratorios poten-
ciales de Torreón esperan la disminución en el flujo de migración de 
lerdo a Gómez palacio; después, cuando el valor del coeficiente de 
influencia excede 1.2, el flujo de salidas en cuestión disminuye. por 
supuesto que esto puede ser explicado por las precauciones que toman 
los grupos migratorios potenciales cuando se percatan del rápido cre-
cimiento de la migración a su destino. Cabe advertir que ahora el flujo 
de lerdo, aunque menos intensivo (5 062 contra 7 231) se divide en 
una proporción aproximada de 1:2 entre Torreón y Gómez palacio.

Ahora, si asumimos que w wij ij
− += =1 0 1 0. , .  (entonces, los coefi-

cientes de influencia wij
−  no son cero), nosotros tenemos que sustituir 

la parte [4.10] por un problema de complementariedad más complejo:

  

la solución del problema [4.11] – [4.12] se da por debajo:

 
s s s s s12 13 21 23 311918 0 62 0 153= = = = =, , , , 00 2865

0 0
32

1 2 3

, ;

, .

s =

= = =l l l
  

Finalmente, para el caso de w wij ij
− += =2 0 2 0. , .  obtenemos la si-

guiente solución del problema [4.11] – [4.12]:

 
s s s s s s12 13 23 21 311419 0 0 1213= = = = =, ; ; , 332

1 2 3

2033

0 0 0

=

= = =

;

, , .l l l

ψ12
1 12 12 2 12 122 66

8635 4337 4795
≡ −

−
+

+− +

.
.

Q s w Q s w
..

, , ;

.

51
0 0 0

9 16

1 12 12 12

13
1 13 1

+ ≥ ≥ ⋅ =

≡ −
−

l ψ

ψ

s s

Q s w 33 3 13 13
1 138635 4337 2015 295

0
− +

+
+

+ ≥ ≥
. .

,
Q s w

sl 00 0

2 34
8635 433

13 13

21
1 21 21

, ;

.
.

ψ

ψ

⋅ =

≡ − +
+ +

s

Q s w
77 4795 51

0 0 02 21 21
2 21 21 21−

−
+ ≥ ≥ ⋅ =

−Q s w
s s

.
, , ;l ψ

ψψ23
2 23 23 3 23 236 66
4795 51 2015

≡ −
−

+
+− +

.
. .

Q s w Q s w
2295

0 0 0

8 6

2 23 23 23

31
1 31

+ ≥ ≥ ⋅ =

≡ − +
+

l ψ

ψ

, , ;

.

s s

Q s ww Q s w
s31 3 31 31

3 318635 4337 2015 295
0

+ −

−
−

+ ≥ ≥
. .

,l 00 0

6 4
4795 51

31 31

32
2 32 32 3

, ;

.
.

ψ

ψ

⋅ =

≡ − +
+

−
+

s

Q s w Q −−
+ ≥ ≥ ⋅ =

−s w
s s32 32

3 32 32 322015 295
0 0 0

.
, , .l ψ

[4.12]
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Comparando el primer resultado con el caso de w wij ij
− += =0 1 0, . ,  

concluimos que el flujo de migración total de la ciudad más pequeña 
(lerdo) disminuye, mientras que el flujo de la ciudad más grande 
(Torreón) crece. Esto puede ser consecuencia de que una parte de los 
trabajadores migratorios potenciales de lerdo está renuente a dejar 
su ciudad; si suponemos que la población de lerdo pudiera estar dis-
minuyendo, aumentaría rápidamente el valor de la utilidad de la 
gente que se queda en lerdo. Teniendo eso en cuenta, los trabajadores 
migratorios potenciales de Torreón pueden preferir moverse a Gómez 
palacio. Ambas explicaciones están en línea con la teoría de equilibrio 
de variaciones conjetural.

Mientras tanto, si los coeficientes wij
−  aumentan hasta 2.0, esto 

puede demorar la decisión de muchos profesionales de Torreón res-
pecto a cambiar su lugar, ya que estimarían que sus posibilidades de 
mejorar su posición en Torreón son altas si presuponen que el flujo 
fuera de la ciudad es bastante grande.

Al acumular todos los resultados de los experimentos descritos 
obtenemos las siguientes tablas y gráficas. Es fácil ver que la influencia 
de los coeficientes w wij ij

+ −y  sobre los valores de flujos de migración 
es más evidente que sobre las cantidades de miembros del grupo de 
trabajadores de la construcción y sobre los valores de la población 
total en las tres ciudades en cuestión. Esto se explica por el hecho de 
que los valores de flujos de migración en este ejemplo son pequeños 
respecto a las poblaciones enteras de las ciudades examinadas.

las gráficas de los flujos no ceros (solamente de los flujos s12, s31 y 
s32) aparecen en la figura 4.2.

En forma similar, para varios valores de los coeficientes de influen-
cia w wij ij

+ −y , graficamos los valores de poblaciones de equilibrio del 
grupo de los obreros de la construcción en cada ciudad (es decir, los 
valores de Q Q Q1 2 3

* * *, y , calculados con las siguientes fórmulas):

 
Q s s s s

Q s s
1 12 13 21 31

2 21 2

105000

55000

*

*

;= − − + +

= − − 33 12 32

3 31 32 13 2323000

+ +

= − − + +

s s

Q s s s s

;

.*

Finalmente, las gráficas del cambio de poblaciones totales en el equi-
librio para las tres ciudades, entonces, de los valores de Q Q Q1 2 3

* * *, y , dadas 
por las fórmulas
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Q s s s s

Q s s
1 12 13 21 31

2 21

529512

273315

*

*

;= − − + +

= − − 223 12 32

3 31 32 13 23112435

+ +

= − − + +

s s

Q s s s s

;

,*

se presentan en la próxima figura 4.4.

Ejemplo 4.2.

Ahora, al suponer que el crecimiento de la población en cada localidad 
está aproximada por una función exponencial Q t A Be t( )= − − ,  al 
volver a utilizar [4.1] con a =−1,  podemos deducir la siguiente ecua-
ción diferencial. Como

 
dQ
dt

Be A Qt= = −− ,

la función de utilidad u = u(Q) debe resolver la ecuación diferencial:

 
du
dQ A Q
=−

−
1

,

la solución general de la cual es la función logarítmica

 u Q C A Q( )= + −( )log .   [4.13]

De nuevo aplicando la técnica de los mínimos cuadrados para 
aproximar el crecimiento de la población durante los años 1980 a 2000 
en Torreón, Gómez palacio y lerdo por la función exponencial, selec-
cionamos las siguientes funciones de utilidad logarítmicas para nuestros 
experimentos numéricos:

 

u Q Q

u Q

1
7

2

25 0 8 84343029 10

22 5

( )= + ⋅ −( )
( )=

. log . ;

. ++ ⋅ −( )
( )= +

log . ;

. log .

4 848647552 10

16 0 2 02

7

3

Q

u Q 447551 107⋅ −( )









 Q .

  [4.14]

Considerando w wij ij
− += ≥0 0 0 0. . ,y  podemos reescribir [4.2] en la 

forma del siguiente problema de complementariedad.
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   [4.15]

  
l ζ l ζ

l ζ
1 1 12 13 1 1

2 2

0 105000 0 0

0 55

≥ ≡ − − ≥ ⋅ =

≥ ≡

, , ;

,

s s

0000 0 0

0 23000
21 23 2 2

3 3 31 3

− − ≥ ⋅ =

≥ ≡ − −

s s

s s

, ;

,

l ζ

l ζ 22 3 30 0≥ ⋅ =, .l ζ

 [4.16]

para resolver el problema [4.15] – [4.16], recordamos que la po-
blación final en cada localidad en un equilibrio está dada por la 
población total inicial en la localidad i menos el flujo de migración de 
la localidad i, más el flujo de migración hacia i:

 

Q s s s s

Q s s

1 12 13 21 31

2 21 23

529512

273315

= − − + +

= − −

;

++ +

= − − + +

s s

Q s s s s

12 32

3 31 32 13 23112435

;

.

Suponiendo que

 w Q s
Q

sij ij ij
j

ij

+ + +( )= +, ,α σ

aceptamos σij
k w w w w w w w= = = = = = =+ + + + + + +0 12 13 21 23 31 32, .  Después, al 

resolver el problema de complementariedad mencionado para varios 
valores de α α α αij ij ij ijw w w w+ + + + + + += = = = = = =1 1 2 1 5; . ; . ; ++ = 2;
α αij ijw w+ + + += = = =22 3 2 5. .y  obtenemos los resultados resumidos 
en el cuadro 4.2.

por ejemplo, si consideramos el caso con w wij ij
− += =0 0 1, .  y 

utilizamos el software Maple 10, hallamos la siguiente solución:
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s s s s s12 13 23 21 3126 0 21856 22040= = = = =, ; ; , s32

1 2 3

960

0 0 9 87

=

= = =

;

, , . .l l l

El flujo insignificante s12 = 26 demuestra que para la mayoría de los 
habitantes de Torreón, la ganancia en el valor de su utilidad no com-
pensa sus gastos de migración: sólo 26 emigrantes se mueven de Torreón 
a Gómez palacio; sin embargo casi todos los obreros de la construcción 
salen de lerdo para ir a Torreón, y los restantes se mueven a Gómez 
palacio. En su turno, casi la mitad del grupo total de albañiles de Gó-
mez palacio migra a Torreón, elevando junto con los emigrantes de lerdo 
la cantidad de albañiles hasta alcanzar 148 870 personas, y reduciéndose 
este grupo en Gómez palacio hasta 34 130 personas, por ejemplo:

 Q Q Q1 2 3148870 34130 0= = =, , .

Ahora la población total en Torreón estará Q1 = 529512 –26 + 
21856 + 22040 = 573382 en Gómez palacio Q2 = 273315 + 26 – 21856 
+ 960 = 252452 y en lerdo Q3 = 112435 – 23000 = 89435.

Al suponer que wij
− > 0,  hay que reemplazar el subproblema [4.15] 

por otro un poco más complicado, el problema de complementariedad.
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Comparando los resultados que aparecen en el cuadro 4.2 podemos 
concluir que cuando los coeficientes de influencia wij

− = 0,  es decir, 
cuando los emigrantes potenciales no toman en cuenta los cambios 
posibles en la población de la localidad abandonada, entonces los ni-
veles de flujos migratorios tanto de Gómez palacio como de lerdo son 
bastante altos (por ejemplo, todos los emigrantes potenciales del gru-
po considerado salen de lerdo). No obstante, cuando estos valores 
son positivos: wij

− > 0  los flujos migratorios de lerdo y Gómez palacio 
decrecen conforme aumentan los coeficientes de la influencia. Esto 
último puede ser explicado como consecuencia de que una parte de 
los emigrantes potenciales de lerdo y Gómez palacio no quieren salir 
de su lugar al suponer que la población de su ciudad podría decrecer 
y por tanto, el valor de la función de utilidad para este grupo de pro-
fesionales sería más alto.

Conclusiones

Hemos investigado un modelo de migración humana que incluye 
ciertas conjeturas de los grupos de migración acerca de las variaciones 
de las funciones de utilidad tanto en la localidad que abandonan, como 
en el sitio de destino. para formular condiciones de equilibrio en este 
modelo usamos el concepto de un equilibrio de la variación conjetural 
(CvE). Establecemos la existencia y la unicidad del equilibrio en cues-
tión, y comprendemos una serie de experimentos numéricos basados 
en los datos del crecimiento de la población y las funciones de utilidad 
especificados para una aglomeración de tres ciudades en la región de 
la laguna de México. los resultados de los experimentos muestran 
una fuerte dependencia de los flujos de migración respecto a las con-
jeturas de los grupos de trabajadores migratorios potenciales.

En este artículo utilizamos la relación [4.1] y la suposición de que 
las funciones de utilidad son de la forma lineal, lo que a través de [4.2] 
nos conduce a las fórmulas [4.3] para las funciones de utilidad desea-
das. En los trabajos que desarrollaremos en el futuro aplicaremos otras 
suposiciones respecto a la forma de las dependencias de los valores de 
funciones de utilidad de los valores de población total en cada localidad. 
particularmente proyectamos utilizar otras tres formas de las funciones 
en cuestión:
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a) las funciones tangenciales del primer tipo:

 

u Q C tg
Q A

B

u Q C

1 1
1

1

2 2

1
2

1
2

( )= −
−









( )= −

;

ttg
Q A

B

u Q C tg
Q A

B

−









( )= −
−

2

2

3 3
3

3

1
2

;


















;

b) y las funciones tangenciales del segundo tipo:

 

u Q C tg
Q A

B

u Q C tg
Q

1 1
1

1

2 2

2
( )= −

−









( )= −

;

−−









( )= −
−




A
B

u Q C tg
Q A

B

2

2

3 3
3

3

2

2

;

















.

En todos los casos mencionados los valores de los parámetros Aj, Bj, 
Cj, j = 1,2,3, serán determinados como en el caso considerado en este 
artículo al resolver unos problemas de aproximación óptima de los 
datos reales del crecimiento de poblaciones en cada ciudad durante 
el periodo de 1980 a 2000. Después realizaremos experimentos numé-
ricos con estas funciones de utilidad de la misma manera en que lo 
hicimos aquí.

Finalmente notamos que el modelo de migración humana con 
variaciones conjeturales puede extenderse más allá y podría examinar-
se en el caso en que la restricción [1.2] fuera reemplazada por una 
condición más débil, digamos

 Qi
k ≥ 0.   [5.1]

Eso nos permite considerar una migración repetida (o encadena-
da). En este caso el conjunto K de los patrones de población y migración 
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factibles deja de ser compacto (sin embargo permanece convexo), lo 
que hace insuficiente el uso de la teoría general de problemas de des-
igualdad variacional para demostrar la existencia de equilibrio. Enton-
ces los resultados más sutiles obtenidos por Bulavsky, Isac y Kalashnikov 
en 1998 (333-358) y desarrollados por Isac, Bulavsky y Kalashnikov en 
2002 pueden ser usados para ese efecto. De hecho, se garantizará la 
existencia de equilibrio para las varias clases de funciones de utilidad 
y costos de migración que están libres de las familias excepcionales de 
elementos (FEE).
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